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内 容 简 介 


位 势 理 论 是 数学 分 析 领 域 中 最 早 完成 现代 化 变革 的 一 个 分 支 ， 与 函数 
论 、 微 分 方程 、 概 率 论 、 物 理学 等 分 支 或 学 科 紧密 关联 。 本 书 是 现代 位 执 
理论 的 导 引 ， 全 书 分 为 三 篇 ， 共 十 三 章 . 重点 是 第 二 篇 ， 介 绍 该 理论 中 最 
基本 且 最 重要 的 组 成 部 分 一 调和 空间 ， 它 通过 建立 公理 体系 ， 概 括 并 统 
一 处 理 了 关于 梢 圆 型 与 抛物 型 微分 方程 的 位 势 论 ， 而 且 可 建立 相应 的 
Markov 过 程 。 第 一 篇 是 学 习 现 代位 势 论 的 预备 知识 ， 简 要 介绍 位 势 论 常用 
的 拓扑 与 测度 的 基本 知识 ， 其 中 有 部 分 内 容 在 通常 的 教科 书 ( 包括 研究 生 
教材 ) 中 并 不 容易 找到 ， 第 三 篇 间 在 帮助 读者 尽快 接近 科研 前 沿 ， 介 绍 现 
代位 势 论 中 几 个 较 有 特色 的 研究 新 方向 ， 并 概述 位 势 论 的 发 展 史 、 研 究 近 
况 . 为 了 便于 学 习 ， 书 中 附 有 较 多 的 注解 、 例 题 和 部 分 习题 。 

本 书 内 容 丰 富 且 具有 先进 性 ,穿插 评述 而 富 于 启发 性 ,适合 作为 数学 、 
概率 及 物理 专业 研究 生 和 高 年 级 大 学 生 的 教材 或 参考 书 ， 也 可 作为 位 势 论 
及 有 关 专 业 的 科研 人 员 的 参考 资料 . 


序 言 


张 鸣 镇 教授 在 世 时 ， 曾 多 次 和 我 讲 起 位 势 理 论 的 重 
要 性 ， 讲 起 他 对 这 一 理论 的 赞赏 。 可 惜 我 的 研究 方向 不 
在 这 一 领域 ， 再 加 见面 机 会 不 多 ， 不 能 多 多 倾听 他 详细 
的 讲解 .对 于 他 坚强 地 、 至 孜 不 倦 地 从 事 研 究 和 教学 的 
情景 ， 我 印象 很 深 。 不 幸 的 是 ， 天 不 假 年 ， 他 于 1986 年 
便 因 病 而 逝世 了 ， 享 年 60 岁 。 虽然 他 已 很 有 成 就 ， 很 有 
贡献 ， 是 我 国 很 有 声望 的 数学 家 。 但是， 以 他 的 才华 和 
抱负 来 衡量 ， 仍 属 壮志 未 酬 ， 好 友 们 无 不 为 之 叹息 。 

我 在 追忆 他 时 ， 常 常 担心 他 的 学 术 成 就 未 能 得 到 继 
续 发 展 。 现 在 吴 炯 折 教 授 的 著作 《现代 位 势 理论 导 引 》 
可 以 说 是 部 分 地 实现 了 张 鸣 铺 教授 的 遗愿 。 吴 教授 曾 在 
张 鸣 铺 指导 下 学 习 和 研究 位 势 理论 ， 后 来 又 多 次 讲授 这 
方面 的 课程 ， 有 丰富 的 经 验 。 这 本 书 从 基础 知识 讲 起 ， 
然后 对 调和 空间 的 位 势 理论 作 了 充分 的 叙述 ， 又 扼要 地 
介绍 了 现代 位 势 理论 的 进展 . 无 论 是 作为 研究 生 教材 或 
专门 著作 ， 这 本 书 都 将 是 很 有 价值 的 . 

我 不 是 这 方面 的 专家 ， 出 于 对 张 鸣 贸 教 授 的 怀念 ， 
在 本 书 即 将 出 版 的 时 候 ， 特 写 了 以 上 简短 的 话 作为 纪 
念 


仿 共 尔 


1998 年 9 月 


中 


前 


位 势 论 起 源 于 物理 学 的 万 有 引力 学 说 和 静电 学 . 在 不 分 布 质 
量 的 地 方 ， 位 势 满足 Laplace 方程 。 这 样 ， 物 理 问 题 便 化 为 求 
解 偏 微 方 程 的 数学 问题 .位 势 论 在 较 长 的 一 段 时 间 里 ,一 直 被 当 
成 函数 论 的 一 个 部 分 来 加 以 研究 ,这 不 仅 由 于 解析 函数 的 实 部 与 
庶 部 都 是 调和 函数 ， 而 且 由 于 1850 年 ，Rieman 把 位 势 论 与 函数 
论 做 统一 处 理 ， 揭 示 了 Green 函数 和 位 势 与 保 形 映射 之 间 的 密切 
联系 。 本 世纪 以 来 , 由 于 深入 运用 现代 函数 论 、 测度 和 积分 理论 、 
泛 函 分 析 、 一 般 拓 扑 学 、 抽 象 代数 以 及 现代 概率 论 等 分 支 的 思想 
方法 ， 位 势 论 得 到 了 道 勃 发 展 ， 开 辟 了 新 的 研究 方向 ， 创 造 了 新 
的 方法 ， 它 从 函数 论 中 脱胎 出 来 ， 成 为 分 析 领域 中 比较 彻底 地 完 
成 了 现代 化 变革 的 一 个 分 支 , 也 促进 了 函数 论 及 其 它 数学 分 支 的 
发 展 。 

50 年 代 后 ， 位 势 论 迅速 发 展 ， 除 了 它 越 来 越 广泛 地 与 复 分 
析 、 拓 扑 学 、 几 何 测度 论 、 调 和 分 析 、 微 分 方程 、 微 分 几何 、 泛 
邓 分 析 等 相 邻 数学 分 支 相互 结合 相互 渗透 且 发 挥 着 日 益 显著 的 
作用 外 ， 还 具有 如 下 两 个 显著 特点 : 

其 一 是 ， 各 种 公理 体系 的 位 势 论 不 断 建立 和 完善 。 为 了 统 
一 处 理 已 有 的 理论 并 加 以 推广 ， 使 之 适用 于 一 般 椭圆 和 抛物 型 
方程 或 随机 过 程 ， 不 同 的 公理 系统 相继 形成 

其 二 是 ， 位 势 论 与 随机 过 程 的 内 在 联系 逐步 深入 研究 ， 同 时 
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促进 了 分 析 与 概率 论 这 两 个 在 40 年 代 前 仍 被 视 为 互 不 相干 的 数 
学 领域 的 发 展 。 

位 势 论 历 来 深 得 数学 大 师 的 重视 ， 从 早期 Newton 1， 
Lagrange J, Gauss C F，Dirichlet 6 L, Riemann B，Poicare 
H 等 人 的 术 出 工作 ， 到 本 世纪 初 Lebesgue H, Wiener N，Perron 
0，Riesz F 等 人 的 重要 贡献 都 是 明显 的 例子 ; H.Cartan, 
M. Brelot，J. Doob，Choqet G，Deny 丁 等 对 现代 位 势 论 的 创立 
与 发 展 建立 了 丰功伟绩 .70 年 代 起 ， 更 是 群雄 四 起 ， 本 书 的 第 
十 章 将 给 出 简要 介绍 。 这 里 仅 指出 ，Constantinescu C，Cornea 
A，Bliedtner J，Hansen W 等 人 都 是 佼佼 者 之 一 。 国 内 杰出 的 
孙 数论、 位 势 论 专家 、 厦 门 大 学 已 故 教授 张 鸣 久 老 师 从 50 年 代 
就 注意 到 这 个 重要 的 研究 方向 , 并 为 推动 国内 位 势 论 研究 的 发 展 
而 努力 奋斗 ， 直 到 他 生命 的 最 后 一 刻 。 历史 将 永远 记载 他 的 功 
绩 ， : 

本 书 是 作者 在 向 张 鸣 销 老师 学 习 位 势 论 的 心得 体会 的 基础 
上 ， 经 过 多 年 的 教学 实践 ( 如 在 厦门 大 学 、 华 侨 大 学 、 福 州 大 学 
和 漳州 师 院 , 给 研究 生 及 进修 教师 讲课 . 做 专题 报告 ) 编 写 而 成 ; 
在 本 人 访 德 期 间 还 得 到 德国 比 菜 佛 尔 特大 学 教授 Hansen W 的 具 
体 指导 。 

本 书 的 重点 是 第 二 篇 , 介绍 现代 位 势 论 中 最 基本 且 最 重要 的 
组 成 部 分 一 一 调和 空间 ， 即 Constantinescu C，Cornea A 等 人 
创立 的 公理 体系 位 势 论 , 它 概 括 并 统一 处 理 了 关于 椭圆 型 与 抛物 
型 微分 方程 的 位 势 论 ， 而 且 可 建立 相应 的 Markov 过 程 。 第 一 篇 
是 学 习 现 代位 势 论 的 预备 知识 , 简要 介绍 位 势 论 常用 的 拓扑 与 测 
度 的 基本 知识 ， 其 中 有 部 分 内 容 在 通常 的 教科 书 ( 包括 研究 生 教 
材 ) 中 并 不 容易 找到 . 第 三 篇 首先 简要 略 述 位 势 论 的 发 展 史 ， 综 
述 其 研究 近况 ; 而 后 介绍 现代 位 势 论 中 另外 几 个 较 有 特色 的 研究 
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方向 ， 尤 其 是 Blidtner J], Hansen W 创 立 的 扫除 空间 论 ， 它 利用 
i dn 总 之 ， 三 篇 的 安排 注意 到 

、 实 出 中 心 ， 把 重点 尽量 计 丢 ; 二 、 提 供 基础， 使 初学 者 
2 或 查阅 预备 知识 ; 三 、 帮 助 有 一 定 基础 的 读者 加 深 加 宽 
知识 面 ， 尽 快 接近 位 势 论 的 研究 前 沿 。 

在 编写 中 ， 作 者 致力 于 博 采 世 界 各 国有 关 专 著 、 优 秀 教材 、 
近期 发 表 的 论文 与 综述 之 精华 ， 努 力 体现 我 国学 者 的 研究 工作 ， 
包含 了 作者 示人 的 科研 成 果 ; 同时 注意 到 国内 初学 者 的 实际 情况 
和 特点 ， 多 次 征求 同行 专家 的 意见 和 建议 ， 力 求 做 到 内 容 新 颖 
选 烤 得 当 ， 推 理 严格 ， 叙 述 规范 ， 简 明 易 学 ， 使 之 适合 于 作为 研 
究 生 教材 ， 大 学 数学 及 物理 专业 高 年 级 选修 课 教材 或 参考 书 ， 也 
希望 能 为 其 它 研究 方向 的 科研 人 员 提 供 一 条 较 快 地 了 解 现 代位 
势 论 的 途径 ， 

杰出 的 数学 家 、 中 国 科 学 院 院士 、 中 国 科技 大 学 原 校长 谷 超 
索 教授 对 本 书 的 出 版 极为 关切 ， 于 百 忙 之 中 为 本 书 题写 了 序言 ， 
表达 了 他 对 张 鸣 镀 教 授 的 深情 怀念 和 对 发 展 我 国 位 势 论 研究 的 
热心 支持 ， 作 者 庶 此 表示 衷心 的 谢意 

张 师母 曾 倩女 士 对 作者 的 工作 极为 关心 , 厦门 大 学 教授 高 琪 
仁 老 师 对 本 书 全 面 审阅 并 提出 许多 宝 焉 的 修改 意见 ， 漳州 病院 院 
长 林 继 中 博士 和 许多 同事 、 厦 门 大 学 出 版 社 以 及 梁 益 兴 、 高 鸿 桢 
教授 等 对 本 书 的 出 版 给 予 大 力 支持 和 帮助 ， 作 者 在 此 一 并 致谢 . 

尽管 作者 做 了 许多 努力 ， 但 因 本 书 覆 盖 的 知识 面 甚 帘 ， 付 印 
也 较 仓促 ， 一 定 会 有 不 完善 之 处 。 欢迎 读者 批评 指正 


吴 炯 折 
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记号 与 约定 


1. 设 X 为 集 ，X 的 子 集 全 体 记 作 2% A c 2* 称 为 X 的 子 
集 族 ， 有 时 用 号 码 集 /表示 成 为 A={4|j el} UA=v4); 
NA=MN 4. 

当 号 码 集 /为 可 数 集 时 , 称 4 为 集 列 ; 集 列 { 41 ,4 ,43 …} 
常 简 记 作 { 4) }. 
4\B 表示 集 4 与 8 的 差 集 . 

2，R 表示 实数 全 体 ; 局 表示 维 欧 几 里 德 空间 ， 有 时 也 
将 R 简 记 作 R ; R ,表示 [0 ，%)，% 与 -wm 叫做 广义 实数 ， 实 
数 与 广义 实数 统称 为 数值 . N 表示 自然 数 集 {1, 2, 3,…}. 

3. 从 集 浆 到 RUw{-oo, %}( 或 记 作 [ - ww，om]) 的 映照 称 作 数 
值 函 数 或 简称 函数 , 到 R 的 映照 / 称 作 实 函数 ; 当 f>0 ( 即 了 是 
到 [0 ，%] = RU{%} 的 映照 ) 时 称 作 正 函数 . 一 般 地 ，“ 正 ” 指 

“> 0 ”， 严 格 正 指 “ > 0 ”; 单调 的 概念 是 广义 的 ， 如 从 R 
到 RUt{-%, 中 } 的 常 值 函数 既是 单调 增 又 是 单调 减 的 . “常数 ”如 
未 加 声明 ， 指 的 是 “ 实 常数 ”. 

说 一 个 函数 在 某 个 集 或 点 上 是 有 限 的 ， 指 的 是 它 只 取 实 数 
值 ; 而 “下 有 限 ” 指 “不 取 - 为 函数 值 ”. 

4. 对 集 天 上 的 一 族 函 数 F :=F (加 ，F = 3 7 00 表示 其 中 
正 函 数 全 体 . 但 是 , 调和 空间 XX 上 的 正 超 调和 函数 全 体 记 作 WU, 

infF:=inf {glg ee F}=inf {go)|g eF},xexX,; 

supF:=sup{ glg Ee F}=sup { glx) lg EF},x eX; 
其 中 “:=” 表 示 左 边 的 符号 或 式 子 用 右边 的 符号 或 式 子 来 定义 ， 
偶然 也 有 反 过 来 的 情形 . 


XY 的 子 集 的 特征 消 数 记 作 is . 对 集 XX 上 的 函数 /、g, 记 

号 {f>g} 与 {x e 六 |f(x)> g(x)} 表示 同一 个 集 ;把 “>” 换 成 “<”、 
“= ”或 “z” 等 时 ， 情 况 类 似 . 

5. 拓扑 空间 上 的 (数值 ) 函数 /的 支柱 记 作 S( f ), 它 是 集 
{rz 0} 的 闭 包 . 说 拓扑 空间 上 的 一 个 函数 连续 通常 指 的 是 ， 它 是 
实 值 连续 函数 ， 有 时 为 明显 起 见 ， 还 附加 括号 ( 有 限 ) . X 上 的 
实 函数 全 体 记 作 COD, 其 中 具 紧 支柱 者 全 体 记 作 K(X); CCO 中 那 
些 在 紧 集 外 可 以 任意 小 (或 说 成 在 m 趋 于 0 ) 的 函数 全 体 记 
作 Co(20); XX 上 的 Borel 函数 全 体 记 作 BCO， 而 Bb( 加 表示 其 中 有 界 
函数 全 体 . 据 上 条 ， 有 CO 表示 正 的 Borel 函数 全 体 . 

无 上 的 Borel 代数 记 作 B(XY). 

R" 的 开 集 G 上 的 具有 阶 连续 偏 导数 的 函数 全 体 表 为 
CC) ; 具有 任意 阶 连 续 偏 导数 的 函数 全 体 记 作 C<C0， 其 中 具 
紧 支 柱 者 全 体 记 作 Cs 00. 

6. 有 广义 实数 参加 的 数值 运算 的 法 则 按照 惯例 ， 这 里 仅 强 
调 ，%-%，(--%)-(-%), (~%), (-o)oo 是 没有 意义 的 ， 而 
0oo=o0=(-o)0=0(-o)=0 . 

7. 从 第 三 章 起 ， 谈 及 一 个 拓扑 空间 万 上 的 测度 ， 指 Radon 
测度 ， 它 是 在 一 个 包含 B80 的 o 代数 上 的 完备 的 、 正 则 的 ( 正 
的 ) 测度 ， 使 得 每 个 紧 集 具有 有 限 的 测度 值 ( 详 见 第 二 章 8 2.3 
及 § 2.6 ) . 用 鸡 或 MO 表示 沁 上 的 广义 (或 称 带 号 ) 测度 全 
体 ， 用 WH' 或 M0 表示 XX 上 的 Radon 测度 全 体 , 测度 或 广义 测 
度 4 的 支柱 记 作 supp(y2). 

8. 符号 口 表示 一 个 命题 叙述 完毕 或 证 明 完 毕 . 


部 登入 
员 了 ID 中 


与 约定 


第 


con 


. 定向 集 、 网 与 子 网 … 
. 子 空间 与 相对 开 、 闭 集 
. 连续 映射 与 一 致 收敛 拓扑 
. 滤 基 、 滤 子 及 其 关联 的 点 网 . 


. 拓扑 空间 的 分 离 程度 


oOo 


一 篇 ”现代 分 析 基 础 选 讲 


第 一 章 点 集 拓扑 基础 
§ 1.1 拓扑 与 拓扑 空间 .… 


. 拓扑 ， 基 , 子 基 ， 名城 基 
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第 一 篇 ”现代 分 析 基 础 选 讲 


本 篇 主要 目的 是 为 学 习 调 和 空间 位 势 论 提供 必 备 的 基本 知 
识 ， 要 点 之 一 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 的 基本 性 质 及 建立 在 这 样 
一 个 空间 XY 上 的 一 个 正则 且 完 备 的 测度 一 Radon 测度 , 它 可 以 由 
具 紧 支柱 的 连续 函数 空间 上 的 一 个 正 线性 泛 函 导出 , 因此 , 有 的 
文献 也 把 这 种 泛 函 本 身 称 为 Radon 测 度 . 要 点 之 二 是 现代 分 析 常 
用 的 其 它 一 些 测度 论 知识 , 特别 是 浑 收敛 的 性 质 和 已 故 厉 则 治 教 
授 推广 的 Fubini 定理 ， 要 点 之 三 是 Baire 拓扑 及 函数 锥 等 位 势 论 
常用 的 研究 工具 与 钱 究 对 象 . 


第 一 章 ”点 集 拓 扑 基础 


§ 1.1 拓扑 与 拓扑 空间 


调和 空间 位 势 论 的 研究 对 象 常 置 于 一 个 比 欧 氏 空间 远 为 一 
般 的 拓扑 空间 ， 即 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 来 讨论 ， 因 此 ， 我 们 
必须 对 这 样 的 空间 有 较 多 的 了 解 。 本 节 先 介绍 拓扑 空间 的 一 些 
常用 的 基本 概念 与 结论 . 

以 下 设 天 是 一 个 非 空 集合 . 


1、 拓 扑 ， 基 ， 子 基 ， 邻 域 基 


定义 区 的 一 个 子 集 族 7 若 满足 下 面条 件 (0)，(2)，(3)， 则 
称 为 区 上 的 一 个 拓扑 : 

(D 空 集 Ge7T, Xe7; 

(2) 关于 有 限 交 封闭 : 若 E, Fe 7, 则 EMFe 7; 

(3) 关于 任意 并 封闭 : 若 4C7, 则 UA € 7. 
若 7 为 YX 上 的 拓扑 ， 则 序 偶 (和 FD) 称 为 一 个 拓扑 空间 ， 在 不 至 
于 混淆 的 情况 下 , 可 简 记 作 六 ”7 的 元 素 叫 做 7 开 集 , 简称 开 集 . 
7 开 集 在 无 中 的 余 集 叫做 7 闭 集 ， 简 称 闭 集 . 

由 关于 集合 运算 的 De.Morgen 律 知 ， 空 集 与 六 都 是 闭 集 ， 
从 而 既 又 闭 ; 任意 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 , 任意 多 个 闭 集 的 交 仍 
然 是 闭 集 . 

定义 在 拓扑 空间 (X, 人 D 中 ,车 c 7 满足 :对 任何 Ge 7， 
对 任何 xs G, 存在 Ue B@, 使 得 xs Uc G, 则 称 多 是 该 空间 的 
或 ?的 一 个 拓扑 基 , 简 称 为 基 . 若 7 有 一 个 可 数 基 多 ( 即 @ 仅 含 可 
数 个 开 集 )， 则 称 该 空间 为 第 二 可 数 的 . 

定理 1-1-1 1) 设 7 是 X 上 的 拓扑 , 则 Bc7 是 7 的 一 个 
基 ， 当 上 且 仅 当 VG e 7, 存在 A cB 使 得 G=U A 

2) 若 半 上 的 两 个 拓扑 S 与 7 有 一 个 共同 的 基色 则 S = 7. 

证 明 1) 设 罗 是 7 的 基 , 取 定 一 个 G e 7， 据 基 的 定义 ， 
Vxe 0G, 存在 U.e 8 使 得 xe ICG， 令 4A:=fUlxzeGj 则 
ACB 且 G=U A， 反 之, 车 VGe 7, 有 ACcCB 使 得 G=UA， 
则 vxreG, 有 A4ex”# 使 得 x e 4， 显然 4CG. 

2) 由 拓扑 的 定义 及 结论 1) 直 接 推 出 . 口 

定理 1-1-2 XX 的 子 集 族 @ 若 满足 : 1) UB = 对 及 2) 对 任意 


,Fe 多 及 任意 x e EmF 都 存在 Ge 多 使 得 x e Gc EMEF, 则 
了 上 有 了 唯一 的 、 以 如 为 基 的 拓扑 7， 称 为 以 如 为 基 生 成 的 拓扑 . 

证 明 令 

7:={UcX|vxe U 存 在 Ve@ 使 得 xe VcU}. 
那么 7 是 上 的 一 个 拓扑 . 事实 上 ,Ge 7; 由 条 件 (D) 知 Xe 7. 设 
A,Be7,xeA4mB 据 7 的 定义 ,有 EFe@ 使 得 xe Ech4 
且 xe FcB, 即 xe EF. 据 条 件 (2), 有 Ge 名 使 得 te Gc 
EN FcAmB. 故 AmB e 7, 即 7 关 于 有 限 交 封闭 . 设 Ac 7,xe 
JU 了 则 有 Ue x 使 得 x e Ue 7, 从 而 存在 G e 8B 使 得 :EGcU 
CU 克 故 UAEe 7 即 7 关 于 任意 并 封闭 . 所 以 7 是 拓扑 . 由 多 
c7 及 7 的 定义 知 罗 为 7 的 基 , 由 上 一 定理 之 (2) 知 , 以 罗 为 基 的 
拓扑 唯一 . 口 

定义 X 的 子 集 族 s 称 为 空间 (X, 7) 或 拓扑 7 的 一 个 子 基 ， 
如 果 s 的 任意 有 限 个 成 员 之 交 全 体 是 7 的 一 个 基 . 

定义 设 7,P 是 X 上 的 两 个 拓扑 , 若 7) c 7; 就 说 71 粗 于 
?或 刀 细 于 71. 

定理 1-1-3 若 志 的 子 集 族 S 满足 Us=X, 包含 S 的 、X 
上 的 最 粗 拓扑 就 是 以 

罗 :={4cXl4 是 S 中 某 有 限 个 成 员 之 交 } 
为 基 的 拓扑 了 称 7 为 以 S 为 子 基 生成 的 拓扑 . 

证 明 S cB，B 满 足 定 理 1-1-2 的 两 个 条 件 , 故 X 上 有 
唯一 的 以 吕 为 基 生 成 的 拓扑 7. 设 7, 是 包含 s 的 拓扑 , Ue 7, 要 
证 Vse7， 从 而 7c 7 由 于 是 拓扑 ，Se Ti, 故 BcT. 另 
一 方面 ， 罗 是 7 的 基 , 据 定理 1-1-1, 存在 4c 多 使 得 

U=UA UAEe D7, 
因 7 是 拓扑 且 冯 c 7 , 故 Ue 号 :EE 

例 1 本 的 有 理 点 x := (xi,…,xw) (其 中 每 个 x， 是 有 理 数 ) 

全 体 2 是 一 个 可 数 集 , :={B(x, mx e C,r> 0 为 有 理 数 } 满足 定 


 ， 


理 1-1-2 的 条 件 , 以 它 为 基 所 确定 的 拓扑 就 是 RY 上 的 通常 欧 氏 拓 
扑 、 因 B 为 可 数 集 , 故 R" 为 第 二 可 数 . 

例 2 R (= R') 上 的 通常 欧 氏 拓扑 是 以 所 有 形 如 (a,，%), 
(- oo,6) 的 区 间 全 体 为 子 基 所 生成 的 拓扑 . 

例 3 设 (%7), (7, S) 是 两 个 拓扑 空间 ， 在 丈 与 了 的 笛 卡 
儿 乘 积 XxY 上 的 以 {Ux V1U e 7,Ve s} 为 基 生 成 的 拓扑 称 为 
乘积 拓扑 .例如 , RR 上 的 拓扑 就 是 RxR 上 的 乘积 拓扑 ; 一 般 地 ， 
R 上 的 欧 氏 拓扑 可 看 成 R"-' x R 上 的 乘积 拓扑 . 

定义 1D 设 (X, 7 ) 为 拓扑 空间 ,x e X，A4 cc 多 称 为 x 的 一 
个 邻 域 , 如 果 存 在 Ue 7 使 得 x e Uc 4， 特别 , 若 x e 4 e 7， 
称 4 是 x 的 开 邻 域 . 把 上 述 点 x 换 成 一 个 集 E,“xeU" 换 成 “Ec 
U”"，“x e 4” 换 成 “Ec 4”, 就 得 到 的 邻 域 与 开 邻 域 的 定义 . 

2) 称 Bx) 为 x eX 的 一 个 邻 域 基 , 若 每 个 Ue Bx) 是 x 的 
一 个 开 邻 域 且 对 x 的 任 一 令 域 4， 存在 Ue B(x) 使 得 x e Uc 4. 

3) 若 每 个 x e 关 有 一 个 可 数 的 邻 域 基 ， 则 称 对 是 第 一 可 数 
的 . 

显然 , 若 元 为 第 二 可 数 , 则 必 为 第 一 可 数 ， 又 ，G c 多 为 开 
集 的 充 要 条 件 是 : G 是 它 的 每 个 元 素 ( 即 G 中 的 每 个 点 ) 的 邻 域 . 

也 可 以 用 规定 满足 邻 域 公理 的 邻 域 基 的 办 法 来 产生 拓扑 . 

定理 1-1-4 车 对 每 个 xe 天 有 一 个 郊 的 子 集 族 弘 满 足下 面 
条 件 : 

(DYxe 大 了 不 是 O; 车 UeW, 则 xe UU 
(2) 若 xs Ue 有 W%(ye 加 , 则 存在 Ve 使 得 Vc U; 
(3) 若 Ve Wh， 则 存在 所 eh 使 得 Wc UV, 则 
B= Urex HW 
满足 定理 1-1-2 的 两 个 条 件 ， 从 而 有 唯一 的 以 @ 为 基 的 拓扑 7, 使 
得 对 每 个 x e 和 % 级. 是 x 的 一 个 邻 域 基 . 7 也 称 作 以 { U. |x es 好 
为 邻 域 基 族 生成 的 拓扑 . 
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证 明 不 难 ， 留 作 练习 ， 口 

例 4 设 了 为 非 空 集 , 了 x 了 上 的 实 函 数 4 若 满足 下 面 三 个 条 
件 就 叫做 了 的 一 个 度量 : 

(DD) 正 性 : Vx,ye 了 ,qd (x,y)>0; 当 目 仅 当 x =y 时 4d (x,y)=0. 

(2) 对 称 性 : Vx, y € Y, a (x,y) = 4 (y, 7); 

(3) 三 角 不 等 式 : Vx,y,z e 了 ,d(x,y)<a tx,2z)+d (z,y). 

(7, qd ) 称 为 以 d 为 度量 的 度量 空间 ; 当 度量 明确 时 ， 常 简 记 
作 工 

在 度量 空间 (7, d ) 中 , 称 Bo 7):= fy e 了 1d (x)<r} 为 以 
XE 了 为 中 心 r-> 0 为 半径 的 球 . 显然 , { B(x, 7)|0<r<w,xer} 
满足 定理 1-1-4 的 条 件 ， 由 它 生 成 的 Y 上 的 拓扑 称 为 由 度量 4 导 
出 的 拓扑 . 

熟知 就 是 以 

dy):=1x-p EV -Itt pny 

为 度量 的 度量 空间 ; R* 的 拓扑 就 是 以 度量 d 导出 的 拓扑 . 

显然 ， 度量 空间 都 是 第 一 可 数 的 . 


2， 聚 点 、 孤 立 点 、 边 界 点 、 内 部 、 外 部 、 闭 包 


定义 设 X=(X,7)) 为 拓扑 空间 ,Ec Xxe 夸 

1) 车 x 的 每 个 邻 域 都 含有 E 中 异 于 x 的 点 , 则 称 x* 是 五 的 聚 
点 ; 若 xe E 且 x 不 是 E 的 聚 点 ， 则 称 x 是 EE 的 孤立 点 . 

的 聚 点 全 体 记 作 E“, 称 为 的 导 集 ;EE 的 孤立 点 全 体 记 作 
， 称 为 EE 的 孤立 点 集 . 

(注意 : 5 的 聚 点 可 不 属于 ,EE 的 孤立 点 必 为 的 点 ，) 

2) 车 + 有 邻 域 使 得 Uc E, 则 称 x 为 E 的 内 点 ;E 的 内 点 
全 体 称 为 E 的 内 部 , 记 作 E";X\E 的 内 部 称 为 E 的 外 部 , 其 中 的 
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点 称 为 下 的 外 点 . 
3) 若 zx 的 任何 一 邻 域 同时 含有 巨 的 点 与 双 \ 忆 的 点 ， 则 称 x 
为 E 的 边界 点 . E 的 边界 点 全 体 记 作 3E, 称 为 E 的 边界 . 


4) 令 :EU OE, 称 巨 为 天 的 闭 包 . 
易 知 ,五 =E U0E= Es Ei;EE 是 包含 E 的 最 小 闭 集 , 也 就 
是 包含 EE 的 所 有 闭 集 之 交 ; x e 5 的 充 要 条 件 是 x 的 任 一 邻 域 都 


3， 笛 密 与 可 分 


定义 ” 设 X 为 拓扑 空间 , E, Fc 若 严 c 巨 , 则 称 忆 在 下 中 
稠密 ; 空间 亏 称 为 可 分 的 ， 若 有 一 个 可 数 子 集 已 在 闷 中 稠密 . 

易 知 , 已 在 下 中 稠密 的 充 要 条 件 是 , Yx e F,x 的 任何 一 个 邻 
域 都 含有 E 的 点 . 

例 1 中 所 说 的 RR" 的 有 理 点 集 Q 在 已 中 稠密 ， 因 0 是 可 数 
的 , 故 RR 是 可 分 的 . 

定理 1-1-5 第 二 可 数 空间 是 可 分 的 . 

证 明 ” 设 (X, 7 ) 为 第 二 可 数 ， 即 存在 可 数 基 {U; | i =1,2,…}. 
那么 在 每 个 以 ( * 名 @) 中 取 一 点 x 组 成 的 集 E 为 XX 的 可 数 稠密 子 
集 . 口 


4， 定 向 集 、 网 与 子 网 


定义 设 P#@,GcPxP={(x,y)|xeP,yeP}, 那么 G 叫 
做 已 上 的 一 个 关系 ， 若 关系 G 满足 : 
(1) 自 反 性 : V x € P, (x, x) e G; 


(2) 传 递 性 : 车 (人 es G,(y,z)e G, 必 有 (x,z) eG; 

(3) 定向 性 : Vx,ye P, 存在 z e PP 满足 :0 z) € G, Qy, z) € G; 
则 称 G 是 了 上 的 一 个 定向 关系 或 序 ; (P, G) 为 定向 集 或 P 关 于 G 
成 为 一 个 定向 集 . 

事实 上 , 定向 关系 G 是 自然 数 集 N 上 的 序 “<” 的 推广 , 因 
此 也 常用 “<” 代表 G， 并 把 (x, y) es G 改写 成 x<y 或 y>x. 

定义 ”从 定向 集 P 到 集 印 的 一 个 映射 称 为 X 里 的 一 个 点 网 
或 网 ， 通常 把 ae P 在 这 个 映射 下 的 像 记 作 x。， 并 用 ( xo| a € P) 
来 表示 这 个 网 ， 有 时 也 记 作 { xolae P}. 

网 的 概念 是 序列 的 推广 ,XX 里 的 每 个 点 列 { zc} 就 是 以 N 为 定 
向 集 的 、X 里 的 网 { x|i e N}. 

定义 设 (xalae P) 是 拓扑 空间 X 里 的 一 个 网 如果 对 x 
e 《的 任 一 邻 域 以 都 存在 be P 使 得 : 对 任何 ae 已 当 b< a 
时 恒 有 xo。e 以 那么 说 该 网 收敛 于 xo、 这 时 xo 称 为 该 网 的 一 个 
极限 点 ， 常 记 作 limp xo=xo. 

例 5 设 x 为 拓扑 空间 XX 中 的 一 点 ， 妈 为 x 的 一 个 邻 域 基 ， 
在 弘 中 规定 定向 关系 “<” 为 : 

UsVoVcU, 
则 (Uu < ) 是 一 个 定向 集 . 对 每 个 Ve Uh , 任 取 一 点 xye V 那么 
映射 XP xy 定义 了 XX 里 的 一 个 网 (xy|Ve Uo， 它 收敛 于 xz. 
又 , 对 于 从 针 到 集 7 的 任 一 映射 g，g( xy | Ve 了 ) 是 了 
里 的 一 个 网 . 

定义 设 g 是 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 了 的 映射 ,xoe X,yo 
Ee 了， 如 果 对 针 \{xo} 中 任何 一 个 收敛 于 ww 的 网 (xojae P), 了 中 
的 网 ( g(xo) | a e P) 收敛 于 yp， 就 说 当 x 一 xo 时 g(x) 收 敏 于 yo， 
并 记 作 

始 gg 办 


定理 1-1-6 lim g(x) = yo 当 且 仅 当 对 加 的 任 一 邻 域 C, 存 


在 xo 的 邻 域 U 使 得 g(U\{xo})c G. 

证 明 充分 性 . 设 G 为 y 的 任 一 邻 域 ,，U 为 xo 的 邻 域 使 得 
2(U\x0})) Cc G. 又 设 (xojae P) 是 X\ {xo} 中 收敛 于 xo 的 网 . 那 
么 存在 be P 使 得 对 任何 ae P, 当 b<a 时 恒 有 xse U\ {xo}, 故 
&(Xo) s G,， 这 就 说 明 ( g(xo) |a e P) 收敛 于 yo. 

必要 性 . 设 lim g(x)=yo. 如 果 加 有 一 个 邻 域 G, 使 得 对 xo 


Pore 


的 一 个 邻 域 基 镶 的 任 一 成 员 以 总 有 xue U\{xo} 使 得 g(xXU) ¢ G. 
按 例 5 的 规定 , X 里 的 网 ( xul Ue 可) 收敛 于 加 .因为 lim g(x) = 


yo， 故 了 中 的 网 (g(xw) IU e Bi) 收敛 于 yo, 即 存在 Ve 名 使 得 对 
任何 U 惟 镶 , 当 UcV 时 恒 有 g(xw)e G， 矛 盾 . 口 

定义 设 (xslaeP) 是 (XD 里 的 一 个 网 4 cc 多 称 该 
网 终于 4, 若 有 be P 使 得 对 任何 a e P, 当 a >b 时 恒 有 xse 4. 若 
对 任意 一 个 be P， 都 可 以 找到 一 个 a e P 使 得 a>4b 有 目 xse 4， 
则 称 该 网 常 在 4 内 或 常 返 于 A. 若 网 常 在 x 的 每 一 个 邻 域 , 则 称 
x 为 该 网 的 一 个 聚 点 . 

由 网 收敛 的 定义 知 ，x 为 网 的 极限 当 且 仅 当 该 网 终于 x 的 每 
一 个 邻 域 ， 极 限 点 必 为 聚 点 . 

定义 设 (xola es P) 是 集 X 中 的 网 , 0x| te 9) 是 集 了 (7c 困 
中 的 网 . 若 存 在 从 8 到 P 的 映射 m 满 足 : 对 每 个 +:e C, 有 = xnm 
且 对 每 个 a e P, 存在 se 0 使 得 对 任意 1e CO , 当 1>s 时 有 m(?) 
Za, 则 称 (mlrs Q) 是 网 (xs|a e P) 的 一 个 子 网 . 

显然 ， 子 网 的 概念 是 点 列 的 子 列 的 推广 . 

定理 1-1-7 拓扑 空间 XX 中 的 网 Cola e P) 以 x e 久 为 聚 点 
的 充 要 条 件 是 该 网 有 子 网 收敛 于 x. 

证 明 ”<=: 设 (xl as P) 有 子 网 收敛 于 x, 那么 对 x 的 任何 一 
个 领域 U, 该 子 网 终于 以 由 子 网 的 定义 知 , (xo| a e P) 常 在 U 中， 
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二 =: 设 x 是 (xs| a € P) 的 聚 点 ， 用 名 表示 x 的 一 个 邻 域 
基 ， 对 aeP 和 UeB 当 xse U 时 , 作 序 偶 (a, U). 把 这 种 序 偶 
全 体 记 作 0, 在 CO 中 规定 序 关系 “<” 如 下 : 
(a, Ns(b, WEasblyVcU. 
于 是 , (0, <) 是 一 个 定向 集 ， 作 0 到 P 的 映射 m: (a, 由 Fa. 令 
Jen = xo， 则 Oo ol (a, OU es 是 X 里 的 一 个 网 ， 因 为 x 是 


使 得 x e 有 于 是 (c,V)e 8 且 当 (a, UV) € 0, (a, U)>(c, 7) 时 , 
恒 有 a>c，xoe Uc VV 这 说 明了 (yo wl(a, mso) 是 (xojaeP) 
的 子 网 且 收 敛 于 x. 口 


5. 相对 开 ( 闭 ) 集 ， 子 空间 


定义 ” 设 (X, 7D) 为 拓扑 空间 ,YcX 称 了 的 子 集 G 为 相对 (于 
了 的 ) 开 集 , 若 存在 Ge 7 使 得 G= Ym G1. 了 的 子 集 F 称 为 相对 
(于 了 的 ) 闭 集 , 若 Y\F 是 相对 开 集 . 
易 验 证 , 相对 (于 了 的 ) 开 集 全 体 构成 Y 上 的 一 个 拓扑 71, 称 
为 7 在 Y 上 的 引出 (或 诱导 ) 拓 扑 , (7, 71) 称 为 (X%, DPD 的 子 空间 . 
显然 , 若 严 是 相对 闭 集 ， 则 存在 城中 的 闭 集 ,使 得 
F=YAR. 


6， 连 续 映射 与 连续 函数 


定义 ” 设 (X, 7), (7, S) 是 两 个 拓扑 空间 ,f 是 从 XX 到 了 的 映 
射 . 称 f 在 x eX 连续 ， 若 f(x) 的 每 个 邻 域 U 的 原 像 


(={xexXIlf0) ed 


是 x 的 邻 域 . 若 f 在 x 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 f 在 XY 上 为 (7-S) 
连续 . 若 / 是 满 单 射 且 在 * 上 为 7-S 续 ,而 逆 映 射 广 在 了 上 为 
S-7 连 续 ， 则 称 f 是 从 XX 到 了 的 同 胚 映射 . 若 存在 一 个 从 天 到 了 
的 同 胚 映射 ， 则 称 疼 与 了 上 同 胚 . 

易 验 证 ，f 在 XY 上 (7- S) 连 续 的 充 要 条 件 是: 对 每 个 Ge S， 
六 (G) e 7. 更 一 般 地 ， 若 Si 为 S 的 一 个 子 基 , 则 /为 7.S 连续 
当 仅 当 对 每 个 Ve si, 都 有 三 (了) 7 

了 在 XX 的 子 集 E 上 的 连续 性 可 看 成 子 空间 上 的 映射 来 处 理 . 

定义 称 从 集 4 到 [-%，wm] 的 映射 叫做 数值 函数 ， 简 称 函 
数 ; 把 从 4 到 ( - w%，w%) 的 映射 叫做 实 函数 ;连续 的 实 函 数 简称 
连续 函数 (参看 $ 1.4 中 关于 上 、 下 半 连 续 性 的 定义 ); 从 集 4 到 
有 限 区 间 [ - a, q] 的 映射 叫做 有 界 函 数 . 

定义 设 F 为 4 上 的 函数 全 体 组 成 的 集 ， 从 定向 集 P 到 F 
的 映射 {f|ie P} 称 为 4 上 的 函数 网 ， 当 4 是 拓扑 空间 时 ， 若 其 
中 每 个 在 4 连续 , 则 称 该 网 为 连续 函数 网 . 类 似 地 ， 可 定义 其 
它 满足 某 种 性 质 的 函数 网 . 

设 {filie P} 为 集 4 上 的 函数 网 ，f 为 4 上 的 函数 . 车 Vx 
e 4, 网 {fix)|ie P} 收 敛 于 f(x), 则 称 {flie P} 在 4 上 点 点 收 
剑 于 大 

一 致 收敛 的 概念 可 用 类 似 于 数学 分 析 教 程 的 方法 给 出 , 即 对 
任意 实数 e> 0, 存在 je P 使 得 对 任何 ie P， 当 i>j 时 恒 有 

[f(x) -Gol< e， 

对 所 有 x e 4 一 致 成 立 ， 则 称 { fi| ie P} 在 4 上 一 致 收敛 于 
函数 /了 

把 集 4 上 的 有 界 函 数 全 体 记 作 E, Vf'ge E, 令 

dl 8) = supie4 |f (x) - el), 

则 a 是 E 上 的 一 个 度量 ， 由 它 在 E 上 引出 的 拓扑 了 称 为 一 致 收 
敛 拓 扑 . 易 验 证 , 4 上 的 有 界 函 数 网 { fi|ie P} 一 致 收敛 于 某 个 g 
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e EE 当 且 仅 当 {filie P} 在 E 上 关于 一 致 收敛 拓扑 了 上 收敛 于 


8 . 
若 拓扑 空间 关上 的 连续 实 函数 网 { 广 | ieP} 一 致 收 合 于 1， 则 
可 用 类 似 于 数学 分 析 的 方法 证 明 , f 在 XX 连续 . 


7， 连 通 性 与 连通 分 支 


定义 设 六 是 拓扑 空间 ,YCX. 若 了 不 能 表示 成 两 个 非 空 
的 、 不 相交 的 相对 开 集 之 并 , 则 称 了 是 连通 的 . 

上 述 “ 相 对 开 集 ”可 改 为 “相对 闭 集 ” 

易 知 , 一 维 直 线 R 的 子 集 E 是 连通 的 ， 当 上 且 仅 当 E 为 区 间 
(有 限 或 无 限 ， 开 或 闭 , 或 半 开 半 闭 区 间 ). 

R" 中 的 连通 开 集 称 为 区 域 . 对 于 区 域内 的 任何 两 点 ,可 用 
一 条 位 于 区 域内 的 折线 将 它们 连接 起 来. 

一 般 地 , 若 已 c G c 多 是 连通 的 且 G 不 存在 别 的 连通 子 
集 以 为 真子 集 , 则 说 是 G 的 一 个 连通 分 支 . G 是 它 的 所 有 连 
通 分 支 之 并 ， 且 任意 两 个 不 同 分 支 不 相交 . 

Re 中 的 开 集 可 表 为 至 多 可 数 个 两 两 不 交 的 区 域 (连通 分 支 ) 
的 并 ,这些 连通 分 支 都 是 既 相对 开 ， 又 相对 闭 的 . 


8， 滤 基 、 滤 子 及 其 关联 的 点 网 


滤 子 与 点 网 是 等 价 的 概念 , 许多 著名 的 学 者 在 他 们 的 文献 中 
都 依 自己 的 需要 与 偏好 来 选用 它们 . 因此 有 必要 了 解 滤 子 与 滤 
基 的 概念 、 主 要 结论 及 其 它们 与 点 网 如 何 建立 等 价 关 系 的 . 
以 下 均 设 Q 是 一 个 非 空 集合 . 


(一 ) 滤 基 与 滤 子 
定义 设 A 是 Q 的 一 个 非 空子 集 族 . 如 若 满 足下 面条 件 , 则 
称 之 为 Q 上 的 一 个 滤 基 : 
DO EA; 
2) 若 U,Ve A, 则 存在 夯 e A 使 得 Wc UA TV. 
定义 设 F 是 Q 的 一 个 非 空 子 集 族 且 满 足下 面 三 条 件 ， 则 
称 F 是 Q 上 的 一 个 滤 子 : 
Doe?; 
2) 若 UVeF 则 UNVeF; 
3) 车 UeF, VcQ 有 UcV, 则 VezF. 
显然 ， 滤 子 是 特殊 的 滤 基 . 反 过 来 ， 若 A 是 Q 上 的 一 个 滤 
基 ， 则 
F:={B8cQ| 存在 Ve A 使 得 Vc B} 
是 Q 上 的 一 个 滤 子 ， 称 之 为 由 滤 基 A 生成 的 滤 子 . 
定义 若 9 是 QO 上 的 滤 子 且 它 不 是 Q 上 其 它 滤 子 的 真子 
集 ， 则 称 F 是 Q 上 的 超 滤 子 . 
容易 验证 : 1) Fo 是 Q 上 的 超 滤 子 的 充 要 条 件 是 ， 对 QQ 的 
任 一 子 集 E， 如 果 Ee Fo 则 必 有 Q\E eo. 
2) Q 上 的 每 个 滤 子 ? 必 有 包含 它 的 超 滤 子 (利用 Zom 引 
理 ， 留 作 练 习 ) . 


(二 ) 滤 子 与 滤 基 的 极限 点 、 聚 点 
定义 设 9 为 拓扑 空间 .7 与 如 分 别 是 Q 上 的 滤 子 与 滤 基 . 
若 xe Q 的 每 个 邻 域 都 包含 有 3F ( 或 辽 ) 的 某 个 成 员 ， 则 称 x 为 
F (或 性 ) 的 极限 点 . 也 称 F (或 如 ) 收敛 于 x*. 显然 x* 是 2 的 极 
限 点 等 价 于 x 的 每 个 邻 域 都 是 F 的 成 员 
当 考 虑 Q 的 子 集 D 上 的 滤 子 是 否 收敛 于 xe Q 时 , 应 把 
3 当成 子 空间 DU {x} 上 的 滤 子 来 考虑 . 这 时 x 可 不 属于 D. 
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例 6 设 xe Q, 妈 表示 x 的 所 有 邻 域 组 成 的 集 ， 则 多 是 一 
个 滤 子 ， 且 收敛 于 x; 若 吕 表示 x 的 一 个 邻 域 基 ， 则 多 就 是 一 个 
滤 基 而 且 收 敛 于 x. 

若 x 的 任 一 邻 域 与 滤 基 A (或 滤 子 F ) 的 每 个 成 员 之 交 皆 不 
空 ， 则 称 x 是 4 (或 相应 地 , 刀 的 聚 点 ( 附着 点 ) . 

易 验 证 : (1) 闭 集 N{ B18 e F } 是 F 的 聚 点 全 体 . 5 

(2) x 是 多 的 聚 点 当 且 仅 当 至 少 存在 一 个 包含 F 的 滤 子 9 使 
得 收敛 于 xx. 

(3) 超 滤 子 的 每 个 聚 点 都 是 极限 点 . 


(三 ) 与 点 网 相关 联 的 滤 基 

设 (zolasP) 是 Q 里 的 一 个 点 网 , 其 中 己 是 以 “<” 为 序 

的 定向 集 . 令 
To= {bePlazsb), 
则 { Tola e P } 是 P 上 的 一 个 滤 基 ， 由 它 生 成 的 P 上 的 滤 子 ， 称 
为 截 口 小 子 . 令 
x(To):= {xlbe PH asb}={x|b eT,}. 

它 是 Q 的 一 个 子 集 ， 称 为 点 网 ( xo| a e P ) 的 一 个 尾巴 . 那么 ， 
易 验 证 ， 这 种 尾巴 全 体 疏 = { x(Tojla e P} 是 Q 上 的 一 个 滤 基 ， 
称 之 为 与 网 (xol ae P) 相关 联 的 滤 基 . 

定理 1-1-8 拓扑 空间 Q 上 的 点 网 (xola e P) 收 合 于 xe Q 
当 且 仅 当 与 该 网 相 联 的 滤 基 x# 也 收敛 于 x. 

证 明 设 lim x。=x. 那么 对 x 的 任 一 邻 域 U， 存 在 be P， 
使 得 当 a > 5 时 恒 有 xs。eU, 即 x (Ts) c U, 这 说 明 滤 基 A 收敛 于 x. 

逆 命题 只 须 把 上 述 过 程 逐步 反 推 即 可 证 得 . 口 


(四 ) 滤 基 生成 点 网 
设 妈 是 集 Q 上 的 一 个 滤 基 . 那么 Q 上 必 有 一 个 网 , 它 所 关 
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联 的 滤 基 就 是 也 
事实 上 , 令 P:={(a, 萝 |ae 4e A} 并 在 P 中 定义 次 序 “<” 
如 下 : 
(ad)<s(DB) 全 有 BC4. 
再 令 xo 4: =a. 称 (x (a, 4) es P) 为 A 所 关联 的 点 网 . 易 验 , 这 
个 点 网 所 关联 的 滤 基 就 是 取 


(五 ) 非凡 点 网 (universal net) 与 超 滤 子 

集 Q 里 的 一 个 网 (xzo| a e P) 称 为 非凡 的 ， 如 果 对 Q 的 任 
意 子 集 4， 该 网 必 终 于 4 或 Q\4. 

易 验 证 ,由 非凡 点 网 所 关联 的 滤 基 所 生成 的 滤 子 必 为 超 滤 子 . 
因此 是 Q 上 的 超 滤 子 的 充 要 条 件 是 ， 对 Q 的 任 一 子 集 B8，B 
与 Q\B 二 者 必 有 一 个 是 F 的 成 员 . 

定理 1-1-9 设 / 是 从 集 Q 到 集 Q’ 的 映射 , 若 A 是 Q 上 
的 滤 基 ， 则 f(A) :={r(B)1B eA} 是 Q 上 的 滤 基 ; 若 F 是 Q 
上 的 超 滤 子 ， 则 由 滤 基 f(2):={f(8)|18eF) 在 Q' 上 生成 的 
滤 子 为 超 滤 子 (注意 : f( 了 ) 未 必 为 滤 子 ). 

证 明 ”第 一 个 命题 是 显然 的 . 现 设 F 是 Q 上 的 超 滤 子 ， 令 
G:={B|1Be Q' 月 存在 某 个 FeF 使 得 f(F) cB)， 
则 G 是 @ 上 由 7(F) 生成 的 滤 子 . 事实 上 ,@ ¢ G; 若 B';B”e g， 
则 存在 FF”e FF 使 得 /(F’)cB',f(F”)cB", 从 而 f(FmF") 
cBAMB"reg 因 FMF ”EeF, 故 B'MB”eG. 若 BeG 且 Bc 

CCQ 显然 Ce G. 故 G 为 滤 子 ， 且 为 JP) 的 生成 的 滤 子 . 

对 Q' 的 任 一 子 集 4， 要 么 广 (4) esF. 要 么 Q VD) es3 
( 因 F 是 Q 上 的 超 滤 子 ). 若 广 (4)e 到 则 4 ef(F), 从 而 4e Gg; 
否则 ， 因 Q\/(4) = 让 (Q'\ 4) e F, 故 Q'\A es 大 (同样 得 
QA\4e8G. 这 说 明 G 是 超 滤 子 . 口 


§1.2 局 部 紧 Hausdorff 空间 


本 节 设 多 =( 累 7) 为 拓扑 空间 . 谢 介 绍 空间 的 分 离 程度 和 紧 
性 ， 然 后 再 着 重 介绍 局 部 紧 性 质 ， 其 站 鹏 孵 库 驴 风 x 楼 对 舌 开 集 
等 概念 及 定理 1-2-8 (Urysohn 引 理 吏 疙 更 -2-5/ 忽 柱 质 在 使 势 论 
中 使 用 频率 最 高 ， 必 须 熟 练 掌握 . 本 节 最 后 对 o 紧 概念 作 了 简单 
叙述 。 


1， 拓 扑 空间 的 分 离 程度 


Ti 空间 车 多 里 不 同 的 两 点 x, y 必 有 各 自 的 邻 域 不 包含 另 
一 点 ， 就 叫 艺 为 一 个 Ti 空间 . 

例 设 X 是 一 个 无 限 集 ，X 中 规定 拓扑 

7:={ 4cXIXIh4 是 有 限 集 }U{@}). 

7 就 是 一 个 Ti 空间 . 这 时 XX 中 任何 一 个 含有 无 限 个 不 同 元 素 的 
数列 收敛 于 中 任意 一 点 . 

天 是 Ti 空间 当 且 仅 当 元 中 的 每 一 个 单 点 集 是 闭 集 . 

T2 空间 若 区 中 不 同 两 点 一 定 有 不 相交 的 邻 域 , 则 说 了 是 
TT 空间, 常 称 为 Hausdorff 空间 . 

易 验证 : Tz 空间 必 为 Ti 空间; 在 T 空间 中 任何 点 网 的 极 
限 点 至 多 只 有 一 个 . 

正则 空间 ”车 全 中 的 点 x 不 属于 某 一 个 闭 集 E, 则 x 必 有 邻 
域 与 的 某 个 邻 域 不 相交 , 则 称 针 是 正则 空间 . 

正规 空间 ” 若 XX 中 两 个 不 相交 的 闭 集 必 有 不 相交 的 邻 域 ， 
就 说 是 正规 空间 . 

正则 的 Ti 空间 叫做 Ts 空间 , 它 必 为 Tz 空 间 ; 正规 的 Ti 空间 
叫做 T4 空间 , 它 必 为 T; 空间 . 


”2， 紧 致 性 


定义 设 忆 c 天 2OCc7, 即 0 是 一 族 开 集 . 

1) 车 v0 二 EE 则 说 是 EE 的 一 个 开 覆 盖 族 . 

2) 车 的 任何 一 个 开 和 覆盖 族 2 都 有 有 限 的 子 覆盖 族 ， 即 存 
在 由 有 限 个 开 集 组 成 的 族 O,c 0, 使 得 v 0; 已 则 说 E 是 紧 集 
或 是 紧 的 . 当天 本 身 为 紧 集 时 ,， 称 盛 为 紧 空间 . 

显然 有 限 个 紧 集 的 并 也 是 紧 集 . Rx 中 的 有 界 闭 集 是 紧 集 , 

定理 1-2-1 设 KcX 为 紧 集 ,f 是 从 X 到 拓扑 空间 了 的 连续 
映照 , 则 f(D) 在 了 中 也 是 紧 集 . 

证 明 由 紧 集 及 连续 映射 的 定义 立即 推出 . 口 

定理 1-2-2 紧 集 KK 的 相对 闭 子 集 Ki 也 是 紧 集 . 

证 明 设 0 为 Ki 的 一 个 开 覆 盖 族 . 因 K \ Ki 为 相对 于 KK 开 
集 , 故 有 了 的 开 集 U 使 得 UNK=K\Ki. 于 是 0 U{ 吕 是 K 的 覆 
盖 族 , 其 中 必 有 有 限 子 族 o1 覆 盖 了 K; 因 UA~ Ki=g, 故 O1\ {U} 
覆盖 了 Ki, 它 是 0 的 有 限 子 覆 盖 族 . 口 

定理 1-2-3 ”Hausdorff 空间 万 中 的 紧 集 K 必 为 闭 集 . 

证 明 ”假定 不 是 闭 集 , 则 存在 天 的 聚 点 xeK. 即 x e K\K. 
于 是 对 任意 ye K,y x. 由 Hausdorff 空 间 的 定义 知 存在 开 集 U 
与 乃 使 得 xe U,ye 人 上 且 UN WV=@, 于 是 xg 访 .显然 { 凡 | 
y e KK } 是 紧 集 K 的 一 个 开 覆 盖 族 , 故 必 存 在 有 限 子 覆盖 族 
{ 隐 ,了 内, 隐 :于 是 x 关 已- 六 >K. 矛盾 . 口 

定义 设 E 是 X 的 一 个 子 集 族 , 若 其 中 任意 有 限 个 成 员 的 交 
不 空 , 则 称 该 族 具 有 有 限 相 交 性 质 . 

定理 1-2-4 设 居 为 拓扑 空间 ,KCX. 那么 下 面 四 个 命题 等 
价 : 


16 


和 
人 pm oq 


不 窟 : . 疙 投 五 全 式 
G)K 中 任何 一 个 网 在 上 趾 有 中 册 说/ 交 蜡 二 全 让 汪 
(4) 天 里 的 任 何 - 蕊 个 网 必 有 收 鳅 子 网 : (DU | 
证 明 (IE< 条 刘 训 半 的 定 过 异 灾 凶 居 送 竹 的 -De 

Morgen 律 直接 得 出 . We I 
G) ee (4) 可 由 证 杂 时 4 得 放下 辣 本 工 遇 5 这 
下 面 先 证 (1) 二 ( 设 志 寿 紧 剑 (PTTEO) 是 局 里 的 一个 网 , 

它 不 以 中 的 任何 点 为 聚 点 . 那么 关 的 伍 仆 点 & 都 桩 冯 全 开锅 堪 

信使 得 该 网 终于 K\ WV 于 ( 认 |?e 凡 是 KK 的 二 个 天 覆 髓 获 ， 故 

有 子 族 {m…… 共 } 覆 羡 大 于 全 该 阅 终 平 大 党 如 地 半 :总 

中 有 该 网 的 聚 点 . fnobepst 二 
再 证 (3) 地 (2). 设 9 是 的 相对 闭 子 户 族 i 

Ee 令 E:={ E| 和 交 几 全 全 ee [六 闫 系 
”如 下 : 计生 ; ;区 

E<F eo EF, '™, 人 
那么 (2E, <) 是 一 个 定向 集 . 因为 每 个 Ee 7 本 安 ; [手册 水 虐 网 pe 

则 Ql Ee 妨 是 KK 上 的 网 ， 出 假定 , 命题 3) 成 谈 , 山 该 网 有 一 个 ， 

聚 点 ye 大， 我 们 断言 ye MF. 否则, 有 Eoe F 使 得 六 e KE 

那么 K\ Eo 是 y 在 K 的 一 个 相对 开 邻 域 . 据 聚 点 的 害 尖 在 在 

eE 且 EosE, 即 Ec Eo, 使 得 ye K\Eo. 这 与 ye ECsfo 亨 盾 . 

因此 MAF = 纪 , 即 (2) 成 立 . 口 A 


3， 局 部 紧 Hausdorff 空间 的 性 质 Et 


定义 ” 若 拓 扑 空间 XX 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 是 紧 的 ， 则 称 X x 
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为 局 部 紧 的 . 车 对 XX 的 任 一 闭 集 F 和 任 一 点 xseX\F， 都 存在 
Je CO0,f00) c [0, 1](R' 的 区 间 ) 使 得 f(x) =0 且 f(F) ={1}, 则 
称 针 为 全 正则 的 . 

车 为 全 正则 的 , 对 上 述 f 令 

U:={x|f0) <1/12},V:={x|f()> 1/2}. 
则 U,V 为 不 相交 的 开 集 且 x e U, Fc 及 这 说 明 全 正则 空间 必 为 
正则 空间 . 

定理 1-2-5 设 X 为 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,x e 针 则 x 的 
任 一 令 域 G 包 含 了 x 的 一 个 相对 紧 开 邻 域 的 闭 包 , 即 存在 开 集 族 
使 得 为 紧 集 , 且 xe VcycG. 

证 明 取 定 x 的 一 个 邻 域 G. 因 空间 为 局 部 紧 , 故 x 有 一 个 
紧邻 域 K. 那么 G 天 仍 为 x 的 邻 域 . 其 内 部 记 作 W, 它 是 x 的 
开 邻 域 . 因 x 是 Hausdorff 空间 , 由 定理 1-2-3，K 为 闭 集 . 又 ， 
及 \ 久 为 天 的 闭 子 集 ， 由 定理 1-2-2， 它 是 紧 集 . 因 xg 屯 \W, 故 对 
任意 ye 忆 \F, 存在 不 相交 的 开 集 以 与 芒 使 得 ze Wc W, ye 
万. 因为 { U,|y e WW\W} 是 紧 集 扎 \ 所 的 开 覆 盖 族 ， 必 有 有 限 的 
子 覆盖 族 {Uy| 二 1,2,…,n}, 记 其 并 集 为 U, 又 记 玉 =” 芒 ， 则 
U 与 V 为 不 相交 的 开 集 上 且 x e VW\ WcU. 令 E:= 玉 \ U, 于 是 ， 
xEVcEcW. 因 V 与 E 都 是 玉 的 闭 子 集 , 故 为 紧 集 目 xe Vc 
VcEcG. 吕 

今后 我 们 把 闭 包 为 紧 集 的 开 集 称 为 相对 紧 的 开 集 . 

定理 1-2-6 设 XX 是 局 部 紧 Hausdroff 空间, K 为 紧 集 ,三 为 与 
K 不 相交 的 闭 集 ， 则 存在 开 集 U 和 相对 紧 开 集 上 上 使 得 

KcV,FcUH UNV=8. 
这 等 价 于 对 紧 集 K 的 任 一 令 域 C, K 有 相对 紧 的 开 邻 域 上 使 得 
天 CFcFcG. 
证 明 由 上 一 定理 , 对 任意 x e 大， 有 相对 上 紧 的 开 邻 域 扩 使 


得 x e VeVcX\F. 由 于 KK 紧 , 存在 有 限 族 {V, |i=1,2,…,m} 
覆盖 了 K, 记 这 个 有 限 族 的 并 集 为 K,， 因 每 个 友 紧 , 故 7 为 紧 集 
上 KCcVcVeX\F. 令 U=X\V, 则 FCcUA UNV=8. 口 

推论 1-2-7 紧 的 Hausdroff 空间 是 正规 的 . 口 

定理 1-2-8 (Urysohn 引 理 ) 设 K, 书 分别 为 局 部 紧 Hausdroff 
空间 无 的 紧 集 与 财 集 ， 二 者 不 相交 , 则 存在 /es C(X) 使 得 f(X) = 
[0, 1],7GO ={0 ,7COD = {1}. 因此 局 部 紧 Hausdroff 空间 是 全 正 
则 的 . 

证 明 用 E:={ ri=0,r= 1,r3,74,…} 表 示 [0, 1] 中 的 有 理 数 全 
体 , 用 归纳 法 来 构造 K 的 开 邻 域 族 { G(r) |r e E} 使 之 满足 : 

(1)vreE 且 r<1 则 GO) 是 相对 紧 的 ; 

(DYr,seE 有 rr<s, 则 G(r)c G(s). (2.1) 

首先 , 令 G(r) =XY\F. 由 上 一 定理 , 存在 相对 紧 的 开 集 G(r1) 
使 得 Ec Gr) c Gln) c G(r). 故 开 集 族 {G(m1), G(r)} 满 足 条 件 
(2.1). 

假定 对 k>2 已 构造 好 满足 条 件 (2.1) 的 、K 的 开 邻 域 族 

{ G(r) 1i= 1,2,…,£}. 


令 
rm:= max{ ri| 7i< meetbi=1.2… 类 }; 
rn := Min{ ri| i> re i =1,2,…°, k }, 
则 rm < 六 m, n<k. 由 假定 Glrm) 是 相对 紧 的 且 G(r,)c G(r,), 由 
上 一 定理 , 存在 相对 紧 的 开 集 Grey) 满足 
Or) © Gre) SG) © Go 
于 是 得 到 所 要 的 开 邻 域 族 . 令 
f= EY eElx SR 
于 是 ，/ 取 值 于 [0, 1] ,f(F) ={1}. 又 , 当 x e K 时 ,f(x)=infE= 
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0. 
注意 到 对 任意 实数 a, b, a < 6, 区 间 (a, 6) 关 于 /的 原 像 
{xlf() e (ab NO 
=U{G() |E3r>a} \N{ G(r) IE 3r>b} 
是 X 中 的 开 集 , 而 中 开 区 间 全 体 是 一 个 拓扑 基 ， 因此 [0, 1] 的 所 
有 相对 开 集 在 g 下 的 原 像 是 开 集 , 故 gs es C(X). 
特 取 KK 为 单 点 集 {x }， 结 论 当然 成 立 , 这 说 明 X 是 全 正则 的 . 
口 
定理 1-2-9 (Tietze 延 拓 定 理 ) 设 大 为 局 部 紧 Hausdorff 空 间 
的 紧 集 , g 是 从 K 到 实 区 间 [c, d] 的 连续 函数 ， 则 存在 从 天 到 
[c, qd] 的 连续 函数 g 使 得 glx=g (好 g(x)=f0) ,ze 天 ). 
证 明 ”为 叙述 简单 不 妨 设 [c, d] =[- a, al,a > 0. 注意 到 无 的 
紧 集 是 闭 集 ,K 的 闭 子 集 
E:={x eK|-asf(x)<-a/3} 与 
F.={xe Kla/3</(x)sa} 
是 了 中 两 个 不 相交 的 紧 集 . 据 Urysobn 引 理 , 存在 < CQ, 满 
足 h2)=[0,1] 且 AB)={0),h(P)={1}. 令 
&1(X):= 2a (h(x) -1/2)/3,x eX 
则 gie CX),1g10)1<a/3,xeX 且 
Iga(x) -f(x)|<2a/3, xek. 
可 用 归纳 法 证 明 , 对 任意 自然 数 m, 存在 { gi i=1…,m} c COO 满 
足 
18g(oD1<(a/3)(273) 7， xeX, i=1,.,m; 
IE, g(x) -f(x)|<(2/3)a, xeKk. (2.2) 
事实 上 , 假定 对 某 个 自然 数 m 上 式 成 立 , 用 
fn=f- (Lr, gx) x 
代替 上 述 的 f， 用 (2/3)”a 代替 a, 知 存在 gue C( 加 满足 
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| gmri(x) | < (a/3X2/3), xXE% 
[gn -f=1E gtr) -f01S(2/3) "a xek. 
故 归 纳 法 成 立 . 

由 于 函数 项 级 数 于 *, gx) 以 Zz(a/3) 2713) = a 为 控 
制 级 数 ,， 知 其 在 疱 上 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 g8 且 lglsa; 又 由 
(2.2) 式 知 , 在 KK 上 有 g=f 口 

定理 1-2-10 ( 单 点 紧 数 化 定理 ) 设 (X, 7) 是 非 紧 的 , 局 部 
紧 的 Hausdorff 空间 ,， 记 一 个 不 属于 万 的 元 素 为 w, 令 和 R := 
XU{m}, 则 集 族 7+:= 7 {Xr*\KIK 为 的 紧 子 集 } 是 Xr 上 的 
一 个 拓扑 , (XY, 79) 是 紧 的 Hausdorff 空间 且 它 在 天 的 引出 拓扑 为 
7，X 在 人 # 中 处 处 稠密 . 称 (X*, 7*) 为 (X, 7 ) 的 (Alexandroff) 
单 点 紧 致 化 . 

证 明 首先 注意 到 Hausdorff 空间 的 紧 子 集 K 为 闭 集 ， 且 
VGe7,G\Ke7. 

1) 先 证 7+ 为 X* 上 的 拓扑 . 显然 Oe7T*, X*e T+, 下 设 U,G 
ETt. 若 UGe7, 则 UNGe7TcT*; 若 Ue7 而 Ge 7, 则 
存在 X* 的 紧 子 集 KK 使 得 G= 座 \K， 从 而 

UNG=UNONR=U\Ke7cT; 
车 Ue7 且 G7, 则 有 XX 的 紧 子 集 K, C 使 得 U=X*\K，G= 
X*\K, 于 是 UMG=0\AANCYNO= 座 \(KUO)e 7F+, 这 因 
为 KUC 是 X 的 紧 子 集 . 

若 sc7, 要 证 USe 7. 当 Sc7, 显然 US <e 7C Tri 
若 S 7= ,因为 任意 个 紧 集 的 交 是 紧 集 的 闭 子 集 , 仍 是 紧 的 ， 
故 us 仍 可 表示 成 好 \K 的 形式 ; 当 s 不 是 7 的 子 集 目 Sm7z 
作 时 ,Vi:= U(S De 7, 岂 : = U(S \ DTD 可 表示 为 如 \K 的 形式 ， 
USsS=VU 思 = 让 \(K\ 风 ), 因 K\W, 仍 为 X 的 紧 子 集 , 故 Us 
ET. 
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2) 再 证 7* 在 XX 的 引出 拓扑 是 7. 因 7c 7*. 只 须 证 对 每 个 
GeTr* 有 XnGe7 当 Ge 7 时 ， 显然 成 立 . 当 C es IF*\ 7 时， 
存在 工 的 紧 集 天 使 得 G= 税 \K， 于 是 XYmG=XKe7 

3) 现 证 (XY, 7*) 是 紧 空 间 . 设 0 是 让 的 一 个 开 覆 盖 族 , 那 
么 其 中 至 少 有 一 个 Ge T*\7. 对 于 G 有 XX 的 紧 子 集 KK 使 得 G= 
针 \K， 因 在 人 中 仍 为 紧 集 ,9 也 是 天 的 一 个 开 覆 盖 族 ， 故 存 
在 有 限 子 族 0 覆盖 K， 从 而 0 的 有 限 子 族 01U{G} 覆 盖 了 外. 

4) 下 证 (XY,7*+) 是 Hausdorff 空间 . 因 天 是 Hausdorff 空间 
且 7c 7*， 对 藉 中 任何 不 同 的 两 点 ， 在 X， 从 而 在 全 中 有 不 相 
交 的 邻 域 . 苦 xeX,y:= o, 则 由 定理 1-2-5，x 有 一 个 紧邻 域 下 
cC 世 而 稚 \ 歼 是 m 的 邻 域 , 显然 丈 与 全 \ 玉 不 相交 . 

最 后 证 天 在 委 中 稠密 ，Vx e 各, 设 Ge 7T* 使 得 xe G. 若 
Ge7, 则 xeGcX, 即 GNnXz@; 若 Ge7， 则 存在 匹 的 紧 
子 集 玉 使 得 G= 人 #\K， 因 为 X 非 紧 ， 故 Xz 天 ， 从 而 

GMAX=X\Kz*8. 口 . 


4. o 紧 


定义 ”拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 E 称 为 o 紧 的 , 若 存 在 XY 的 
紧 子 集 列 {Ki} 使 得 E= UK,. 特 当 XX 是 o 紧 时 , 称 X 为 o 紧 空间 . 

因 有 限 个 紧 集 的 并 为 紧 集 ， 故 在 定义 中 可 假定 { KK} 是 单调 
增 的 紧 集 列 . 

当 X 是 第 二 可 数 的 、 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 时 , XX 是 o 紧 
的 , 而且 由 定理 1-2-6, 存在 相对 紧 的 开 集 列 { 长 }， 使 得 姜 C 万 c 
wi=1,2,… 且 针 = 加. 例如 X:= 本 或 它 的 开 子 空间 ,就 是 这 
种 空间 . 特 当 XX 是 区 域 时 ， 可 以 要 求 上 述 每 个 称 是 相对 紧 的 区 域 . 
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81.3 乘积 、 度 量化 与 Bai re 拓扑 


1， 乘 积 拓扑 空间 


定义 设 1z@，{ 4i|ie1} 为 一 族 集 . 那么 ， 集 
A:=IleA;={ala={aliel},aehd,,iel} 
称 为 { 41|i e 人 } 的 乘积 集 , 4; 称 为 4 的 第 i 个 坐标 集 ; a; 称 为 4 
中 元 素 a 的 第 i 个 坐标 ; 4 到 第 j 个 坐标 集 4 的 映射 
pi: aPa 

称 为 从 4 到 第 j 个 坐标 集 的 投影 . 

当 了 为 有 限 集 {1,2,…,n} 时 ， 乘 积 集 常 记 作 

A1X Ay xX *… x An. 
容易 看 到 ， 当 且 仅 当 每 个 4;*@ 时 ， 有 4# 2. 
定义 设 {多 |ie 7} 一 族 拓扑 空间 , 令 
5 :={ p, ([)1V 为 和 % 的 开 集 , ie 全， 

那么 8 是 XX:=IT,ey% 的 子 集 族 且 US=X% 从 而 据 定理 1-1-3 ,万 
上 有 唯一 的 拓扑 + 以 S 为 子 基 , 称 此 拓扑 + 为 X 上 的 乘积 拓扑 . 
(% + ) 称 为 这 一 族 拓扑 空间 的 乘积 拓扑 空间 . 

定理 1-3-1 当 7 为 有 限 集 时 , 设 1={1,2…,n} 时 , 乘积 空间 XX 
上 的 乘积 拓扑 + 以 下 面 集 族 为 基 

多 :={WIX 了 x …x |V 是 多 的 开 集 ,二 1,2…,n}. 口 

定理 1-3-2 (1) 拓扑 空间 族 { 区 |ie 用 的 乘积 拓扑 空间 到 
每 一 坐标 空间 尾 的 投影 都 是 连续 的 开 映射 ( 即 p; 把 人 中 的 开 集 映 
成 蕊 中 的 开 集 )， 

(2) 设 /是 从 拓扑 空间 了 到 乘积 拓扑 空间 万 的 映射 , 则 了 连 
续 的 充 要 条 件 是 对 每 个 is 7， 从 了 到 首 的 映射 piy 连续 . 口 
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这 两 个 定理 都 可 直接 从 定义 出 发 验证 之 . 下 面 定 理 的 几 个 
结论 都 很 重要 . 但 限于 篇 旺 ， 下 面 有 的 定理 未 给 出 证 明 , 请 读者 
自己 练习 证 明 或 参考 文献 [29] 或 其 它 拓扑 学 教材 

定理 1-3-3 设 X 为 拓扑 空间 族 【万 |is 7} 的 乘积 拓扑 空 
间 ， 则 

(1) 凶 具有 可 数 基 当 上 且 仅 当 7 中 有 一 个 可 数 子 集 使 得 当 ie 
hh 时 ,到 具 可 数 基 ; 同时 ， 当 ie Tb 时 ,因为 平庸 空间 ( 即 只 有 
多 和 大 是 开 集 ) . 

(2) 天 为 Hausdorff 空间 当 且 仅 当 每 一 个 多 为 Hausdorff 空间 ; 

(3) 大 为 完全 正则 空间 当 且 仅 当 每 一 个 万 为 完全 正则 空间 ， 

(4) (Tychonoff 定理 )X 为 紧 的 空间 当 且 仅 当 每 个 坐标 空间 亏 
是 紧 空 间 . 口 

例 ” 当 坐标 集 为 可 数 集 , 例如 1={1,2,…}, 且 每 个 多 = R' 时 
我 们 得 到 的 乘积 空间 记 作 Re ; 当 每 个 X= [0, 1] (R! 的 闭 区 间 ) 时 ， 
记 此 乘积 空间 为 [0，1]”. 它们 都 是 具有 可 数 基 的 、 可 度量 化 的 拓 
扑 空间 ， 是 Hausdorff 的 ， 也 是 完全 正则 的 . R” 非 紧 而 [0, 1] 
是 紧 的 .一 般 地 ，[0，1] 表示 乘积 空间 Iler [0，1]， 并 称 之 为 立方 
体 ; 特别 当 了 为 有 限 集 ， 即 当 7 了 ={1,2…, nm} 时， 称 为 n 维 立 方 体 

定义 设 了 2Z 为 拓扑 空间 , 一 个 从 Z 到 了 的 映射 称 为 膀 入 ， 
如 果 /( 妃 作为 了 的 子 空间 时 , f: Z 一 J(Z) 为 同 胚 ; 如 果 存 在 一 个 
典 入 庆 Z 一 了， 则 说 拓扑 空间 Z 可 嵌入 到 拓扑 空间 了 中 . 

定理 1-3-4 (收入 定理 ) 拓扑 空间 Z 为 Tychonoff 空间 ( 即 完 
全 正则 的 Tl 空间 ) 当 且 仅 当 Z 可 以 嵌入 到 某 一 个 立方 体 去 . 口 


2， 拓扑 空间 的 度量 化 与 度量 空间 的 完备 化 


定义 一 个 拓扑 空间 (X, 7) 上 若 可 以 定义 一 个 度量 d 使 得 
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由 4 导出 的 拓扑 ( 见 81 例 4) Ti=7, 则 称 (X, 7) 可 度量 化 . 

定理 1-3-$ 车 多 为 Ti 正则 空间 且 有 一 个 C 局 部 有 限 基 多 
即 多 可 表 成 可 数 个 子 族 { 如} 之 并 使 得 对 每 个 多, 针 的 每 一 点 都 有 
一 个 邻 域 至 多 与 妨 中 的 有 限 个 成 员 相 交 , 则 X 可 度量 化 . 特别 ， 
当局 部 紧 的 Hausdorff 空间 有 可 数 基 时 ， 必 可 度量 化 . 

定理 1-3-6 (Uryshon) 若 工 为 Ti 空间 ， 则 下 列 命题 等 价 : 

(D) 盛 为 正则 空间 且 具 有 可 数 基 ; 

(2) 针 同 胚 于 立方 体 [0 , 1 ”的 一 个 子 空间 ; 

(G3)X 为 可 度量 化 县 可 分 . 

乘积 空间 与 因子 空间 的 度量 化 有 如 下 关系 : 

定理 1-3-7 设计 是 拓扑 空间 族 { 天 | i e 7 了} 的 乘积 拓扑 空 
间 ， 则 X 可 度量 化 当 且 仅 当 其 中 有 可 数 个 因子 空间 是 可 度量 化 
的 ， 而 其 余 的 因子 空间 都 是 单 点 集 . 口 

例 ”可 数 个 度量 空间 {(X, di )|ie 7} 的 乘积 拓扑 空间 尤 是 可 
度量 化 的 . 事实 上 ,可 定义 的 度量 4 为: 对 X 中 任意 两 点 x := 
(Ch = 0), 

d(x, WD=7 a d(x,y,) 


2 1+d(%,p)" 
则 XX 的 拓扑 可 由 d 导 出 . 
特别 ， 可 数 个 R' 的 乘积 拓扑 空间 Re 是 可 度量 化 的 
定义 


(DD) 度量 空间 (CX, 办 内 的 一 个 点 列 { 吉 } 称 为 Cauchy 列 ， 如 果 
VE> 0, 存在 ke N, 使 得 当 i,je N,i,j>k 时 , 恒 有 d(x xz) < 忆 
(2) 度 量 空间 (X, a ) 称 为 完备 的 ， 如 果 (X, 四 中 每 个 Cauchy 列 
都 收敛. 
(3) 度量 空间 (4 4 ) 与 度量 空间 (Xd’) 称 为 等 距 的 ， 如 果 存 
在 一 个 从 元 到 大 的 一 对 一 满 映 射 / 使 得 
Vx,yeX,d’((),f0))= d(x,y). 
25 


定理 1-3-8 (完备 化 定理 ) 对 每 个 度量 空间 (X, 四 ,都 存在 一 
个 完备 的 度量 空间 ( 闷 ,4 ) 使 得 有 一 个 从 到 凶 的 映射 满足 : 
Vy eX，d(9 0 90)=4d (ry) 并且 0 在 贸 中 稠密 . 如 
果 把 等 距 的 空间 看 成 同一 个 空间 , 则 满足 上 述 条 件 的 空间 是 唯一 
的 , 称 为 (X, 四 的 完备 化 空间 . 

定义 “一 个 度量 空间 称 为 全 有 界 的 ， 如 果 对 任意 => 0, 都 
存在 多 中 的 有 限 个 点 xu x2,… zx 使 得 和 CU B(x,, 6). 

度量 空间 的 一 个 子 集 称 为 全 有 界 集 , 如 果 它 作为 子 空间 是 全 
有 界 的 . 

显然 ， 全 有 界 度量 空间 必 有 界 ， 但 反之 不 然 . 特殊 的 情形 
如 ， 对 于 RY 的 子 空间 ， 全 有 界 等 价 于 有 界 . 

定理 1-3-9 (1) 全 有 界 的 度量 空间 必 具 有 可 数 基 . 

(2) 设 拓扑 空间 万 可 用 度量 d 来 度量 化 , 则 下 是 紧 空 间 的 充 
要 条 件 是 (8 d ) 为 完备 的 、 全 有 界 的 度量 空间 . 口 

关于 完备 的 度量 空间 (X, 4 )， 下 面 两 个 重要 定理 颇 为 重要 : 

定理 1-3-10 ( 闭 集 套 定理 ) 设 { ,} 是 一 列 单调 减 的 ,XX 的 非 
空 有 界 闭 集 (Ec Ei,neN). 若 

lim diam E, = 0, 

则 存在 唯一 的 点 x se En. 这 里 diam E 表示 集 E 的 直径 ， 即 
sup{d (x,y) |x,y e E}. 

证 明 方法 完全 类 似 于 数学 分 析 中 的 闭 区 间 套 定理 . 口 

定理 1-3-11 (Baire 范畴 定理 ) 设 { 4, } 是 一 列 世 的 开 子 集 ， 
其 中 每 个 如 (me N ) 都 在 艺 中 稠密 ， 则 4:= rw4 在 式 中 稠密 . 

证 明 可 采用 与 下 面 定理 1-3-13 的 证 明 类 似 的 方法 ,由 上 一 
定理 推出 〈 留 作 练习 ) . 口 
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3，Baire 范畴 集 与 8Bai re 拓扑 


R.Baire ( 1889 年 ) 在 证 明 上 一 定理 的 基础 上 将 度量 空间 的 
子 集 分 为 两 类 (范畴 ), 现在 这 种 分 类 法 已 推广 到 一 般 的 拓扑 空间 . 

定义 设 天 是 一 个 拓扑 空间 .万 的 一 个 子 集 4 称 为 在 兆 中 无 
处 稠密 的 ， 如 果 4 的 闭 包 的 内 部 是 空 集 ,或 等 价 地 , 4 的 闭 包 的 
余 集 在 无 中 稠密 . 

的 子 集 8 称 为 X 中 的 第 一 范畴 集 (又 称 贫 集 ) ， 如 果 B 可 
表 成 一 列 在 寺中 无 处 稠密 的 子 集 的 并 ; 若 8 不 是 第 一 范畴 集 ， 
就 称 B 为 第 二 范畴 集 . 

利用 上 述 定义 以 及 闭 包 与 内 部 的 运算 关系 ， 容 易 验证 下 面 

定理 1-3-12 在 拓扑 空间 闷 中 ， 下 面 三 条 件 等 价 ; 

(1) 针 上 任何 一 列 在 多 中 稠密 的 开 集 的 交 仍 在 XX 稠密 ; 

(2)X 中 的 每 一 个 第 一 范畴 集 的 内 部 是 空 集 ; 

(3) 志 的 每 个 非 空 开 集 是 无 中 的 第 二 范 稠 集 . 

定义 ”把 满足 上 述 三 条 件 之 一 的 拓扑 空间 称 为 Baire (拓扑 ) 
空间 ; 相应 的 拓扑 称 为 Baire 拓扑 . 

定理 1-3-13 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 是 一 个 Baire 空间 . 

证 明 ” 设 集 列 {4,|n e N } 中 每 个 4, 是 开 集 且 在 多 稠密 ， 
4= Mw hn. 要 证 4 也 在 浆 中 黎 密 ;” 即 对 任意 XX 的 任意 非 空 开 子 
集 U, 要 证 Un 4 非 空 . 为 此 ， 选 取 开 集 信使 得 政 为 Un 4 的 
紧 子 集 . 然后 用 归纳 法 , 对 每 个 自然 数 n, 选取 开 集 户 使 得 玉 为 
Ju 如 的 紧 子 集 . 这 种 选取 是 可 能 的 ， 因 为 每 个 4 为 开 的 笛 
密集 . 因为 集 族 { 到 | me N } 具 有 有 限 相交 性 质 ， 并 且 声 是 紧 
的 ; 注意 到 Hausdorff 空间 的 紧 子 集 是 闭 的 ， 由 定理 1-2-4 推出 
mw 下 非 空 ; 并 且 由 志 c Un 4 可 推出 Un 4 非 空 ， 口 

在 第 六 章 将 看 到 ， 调 和 空间 中 的 细 拓 扑 也 是 Baire 拓扑 . 
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§ 1.4 函数 凸 锥 与 连续 函数 空间 


位 势 论 研究 的 函数 主要 是 半 连 续 函 数 ， 因 为 超 调和 (包括 上 
调和 ) 函 数 都 是 下 半 连 续 函 数 ; 对 超 调 和 函数 研究 起 重要 作用 的 
是 连续 位 势 构成 的 锥 , 这 导致 了 函数 锥 这 个 概念 的 引入 与 有 关 性 
质 的 研究 ; 而 具 紧 支柱 的 连续 函数 是 很 有 用 的 工具 , 它 不 仅 可 用 
以 逼近 半 连 续 函 数 ， 而 且 测 度 与 积分 的 研究 也 离 不 开 它 . 


1， 凸 锥 与 函数 锥 


定义 “一 个 凸 锥 是 如 下 一 个 集 S， 它 赋予 加 法 “+”: 
SxS—S, (s,s5+t 
与 正 实数 的 数 乘 
[0, ~) x S, (a, s)>as 
使 得 下 面条 件 满足 : 
(1) (S, +) 是 一 个 可 交换 的 半 群 并 有 一 个 零 元 , 记 作 0 ; 
(2) 加 法 与 数 乘 满足 分 配 律 ， 即 


Qa(s+t)=astat, ael[0,%), s,teS, 
(a+pB)s=as+ps; Qa,Pel0,%), seS, 
(apB)s= a(Bs); Qa,Pel0,%m), seS, 
1s=s, seS 


定义 若 了 是 一 个 线性 空间 , 4 是 了 的 子 集 , 且 4 中 任意 两 
点 zy 的 联 线 
{aut+(l-av|l0sas!1} 
都 包含 于 4, 则 称 4 是 一 个 凸 集 . 
例 “线性 空间 中 的 凸 锥 必 为 凸 集 . 
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设 邢 是 一 个 拓扑 空间 ，CO9O 是 区 上 的 连续 的 实 函 数 全 体 ， 则 
C(O 是 实 线性 空间 , CLO 与 CC 都 是 一 个 凸 锥 ; 在 下 面 第 三 段 定 
义 的 、 无 上 的 下 半 连 续 函 数 全 体 是 一 个 凸 锥 . 

定义 设 S 是 由 集 了 上 的 一 些 数值 函数 构成 的 凸 锥 ， 若 对 
S 中 任意 两 个 元 素 太 与 g, 其 下 确 界 inf{f 8} 也 在 S 中 ， 则 称 
S 是 下 稳定 的 ; 若 对 S 中 任意 单调 增加 列 { 小 }， 其 上 确 界 函数 
sup; {内 也 是 S 的 元 素 ,就 说 S 是 稳定 的 或 关于 增加 列 稳定 的 . 

下 面 定义 的 函数 锥 是 扫除 空间 位 势 论 的 一 个 很 重要 的 基本 
概念 和 研究 对 象 . 

定义 ” 设 天 是 一 个 拓扑 空间 . S 是 由 XY 上 的 一 些 连 续 函数 组 
成 的 凸 锥 ， 如 满足 下 面 三 条 件 ， 则 称 为 函数 锥 . 

F1) 存 在 严格 正 的 元 素 so。e S'+， 即 w> 0 在 XY 成 立 . 

F2) S* 是 线性 分 离 的 ， 即 对 XX 上 任何 不 同 的 两 点 x, y， 对 任 
何 实数 a>0,， 总 存在 fe S* 使 得 f(x)# af0y); 

F3) S 是 受 S' 控制 的 ， 即 对 任意 p e S, 存在 g e S+ 使 得 

pe og), 
即 p( 依 下 面 的 意义 ) 受 g 所 控制 :对 每 个 实数 :>0 ,存在 X 的 
一 个 紧 集 天 使 得 
|p OO < eg (x), xeX\K. 

EE 

Co:={u e C(X) | Ve>03 紧 集 K 使 得 | u(x) |<e 在 X\ KK 成 立 }. 
于 是 条 件 F1 和 F3 表明 ,对 每 个 pe S, 存在 严格 正 的 元 素 + S'， 
使 得 p/te CoC0 

容易 证 明 ，C “(和 0) 的 一 个 子 集 PP 若 是 一 个 函数 锥 ， 则 满足 

F1*) 对 每 个 xs 大 存在 pe PP 使 得 p(x)> 0. 

F3*) 对 每 个 pe P,，e >0 及 xeX, 存在 ge 已 及 紧 集 天 
使 得 q(x) < sp<g 在 XX\K 上 成 立 . 反之 , 若 CC 的 一 个 子 集 忆 
是 一 个 下 稳定 的 凸 锥 且 满 足 Fl+，F2 及 F3*, 则 
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Po:={ZapmecooltpjcP》 
是 六 上 的 一 个 函数 锥 


2、 线 性 赋 范 空间 


定义 ”定义 在 线性 空间 了 上 的 实 函数 P 若 满足 下 面条 件 
(N1 ~ N4) 就 称 为 了 上 的 一 个 范 数 : 


(ND pV) 20, vfer, 
(N2)p(af)=| alp), vfek;Vvael(-%,%); 
(N3)p(f+ 8) gp(f) + plg ), vfger, 


(NY) pf)=0=/=0. 
这 时 了 ) 叫 做 了 的 范 数 , 通常 记 作 | 上 州 ; (人 全 办 称 为 一 个 线性 
赋 范 空间 , 或 简单 地 说 ，X 是 一 个 赋 范 空间 . 
例 在 本 可 定义 范 数 为 
x= Vx + +x", 
关于 这 个 范 数 成 为 一 个 赋 范 空间 ,从 第 三 章 起 , 我们 用 |x| 代 
替 上 x. 
在 X 上 的 有 界 连续 函数 全 体 Cu(X) 上 ,我 们 采用 的 所 谓 上 确 
界 范 数 ， 即 
(7 := supzexlf OO 1. 
易 证 , 这 的 确 满 足 条 件 NI-N4, 故 CUO 关 于 这 范 数 成 为 一 个 
赋 范 空间 . 
设 (X, |* 中) 是 线性 赋 范 空间 ,那么 对 任意 x, ye 万 定义 
q(x,y)=)x-yi 
易 证 4 是 XX 上 的 一 个 度量 , 称 为 由 范 数 导出 的 度量 . 如 果 这 
个 度 空间 CK, 办 是 完备 的 , 就 说 (X 小. 用 是 一 个 Banach 空间 . 
定理 1-4-1 ” 设 忆 为 紧 距离 空间 , 则 COO 关 于 上 确 界 范 数 
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成 为 一 个 Banach 空间 . 

证 明 “可见 诸 于 一 般 的 泛 函 分 析 教 材 . 口 

例 , Cla, 5] 是 一 个 Banach 空间 . 

下 面 给 出 一 个 非常 著名 的 定理 ， 其 证 明 可 见 [34] 等 . 

定理 1-4-2 (Stone-Weierstras 定理 ) 设 X 是 紧 距 离 空间 , EE 
是 CO 的 一 个 闭 的 线性 子 空间 ， 满 足 : 

(1) pg eeE=/fegeE; 

(2) 常 值 函数 1 s EE， 

那么 已 = CW) 的 充 要 条 件 是 E 能 区 别 X 中 的 点 ; 即 对 万 的 不 
同 两 点 x,y 必 有 fe E 使 得 f(x )#/(y) 

推论 1-4-3 设 X 是 紧 距离 空间 ， 则 C( 加 是 可 分 的 . 

例 对 RR' 的 区 间 多 =[a,b], 则 C [a, 4b]:= Cl[a, 5]) 是 可 分 的 ， 
实际 上 , [a, b] 区 间 上 的 有 理 系 数 多 项 式 全 体 是 C [a, 5] 的 可 数 稠 
密 子 集 . 


3， 半 连续 函数 


定义 设 (X, 了 为 拓扑 空间 ,， 称 从 才 到 ( - m, m] 的 函数 六 在 
x EX 为 下 半 连 续 ， 如 果 对 每 个 实数 a </(x),x 有 一 个 开 邻 域 六 
使 得 /(D c (a, oo]. 车/ 在 X 的 每 一 点 都 下 半 连 续 , 就 说 /在 为 
下 半 连 续 , 今后 我 们 用 到 的 下 半 连 续 函 数 都 是 假定 不 取 - wo 值 的 . 
将 天 上 的 下 半 连 续 函 数 全 体 记 作 平 C0. 

相应 地 , 车 -了 在 某 一 点 x e 多 (或 在 X) 下 半 连 续 ,就 说 f 在 
x (或 相应 地 ， 在 XX) 为 上 半 连 续 . 

例 对 集 了 的 子 集 已 在 E 上 每 一 点 取 值 为 1， 在 E 的 余 集 
的 每 一 点 取 值 为 0 的 数 称 为 的 特征 函数 ， 记 作 15 拓扑 空间 
XX 若 存 在 非 空 的 真 开 子 集 V, 则 1y 为 X 上 的 下 半 连 续 函 数 ，1xy 
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为 上 半 连 续 函 数 .万 上 的 实 函数 为 连续 的 充 要 条 件 是 : 了 既 为 上 
半 连 续 又 为 下 半 连 续 . 

易 验 证 , 一 个 从 针 到 (-- %, co] 的 函数 为 下 半 连 续 当 且 仅 当 
对 每 个 实数 4， 广 (( oo] 为 X 中 开 集 .f 在 上 < X 下 半 连 续 等 价 于 
limipff0) 二 sup (inf /00) >/( 人 ,其 中 V 取 遍 的 一 个 邻 域 基 


定义 ”对 X 上 的 数值 函数 / 称 集 { x e X|f(x) 0 } 的 闭 包 为 
了 的 支柱 ， 记 作 SV). X¥ 上 那些 支柱 为 紧 集 的 连续 函数 全 体 记 作 
K(X). 
定理 1-4-4 设 XX 为 拓扑 空间 ,下 半 连 续 函 数 全 体 记 作 平 (入 ). 
则 

1) 若 fe 平 (X), 实数 a> 0, 则 afe 乎 (2); 

2) 若 f;g € 科 (X%), 则 f+g € YX); 

3) 车 fg € 守 (X), 则 inflf gjs (OY); 

4) 若 #2c EX), 则 sup{ f|f € 2 }e EY); 

5) 车 fe (YX), 则 /在 XX 的 任何 紧 子 集 C 上 达到 下 确 界 ; 
从 而 , 在 一 个 紧 集 外 取 正 值 的 fe 平 C0,， 必 有 有 限 的 下 确 界 . 

6) 若 了 为 局 部 紧 的 Hausdorff 空 间 ,fe 和 (加) 且 在 一 个 紧 集 外 
下 有 界 , 则 有 

f= sup{ 作用 < KO), $<7} 

证 明 ”性质 1) ~ 3) 的 证 明 较 容易 ， 留 作 练习 . 现 证 4). 令 g: 
=sup{ ff eZ}. 任 取 xe 世 对 每 个 实数 a< g(x), 由 上 确 界 的 定 
义 存 在 fe 三 使 得 a<f(x) < g(x). 因 / 为 下 半 连 续 , 故 有 x 的 邻 域 
V 使 得 Vy e ,f(y) > a， 由 定义 知 g 在 x 为 下 半 连 续 ; 由 x 的 
任意 性 知 ge 于 (X). 

再 证 5). 令 = inf{f(x)|xe C}(C 为 紧 集 ). 那么 , 必 有 C 中 
的 点 列 { 2 } 使 得 10o) 下 5 (j-> %). 因 { %} 是 紧 集 C 中 的 一 个 点 
列 (网 )， 必 有 子 列 收 敛 于 z es C， 为 记号 简单 仍 用 { xj} 表 示 这 个 子 
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列 . 下 面 证 明 lim ,yo) =J (za). 任 取 a<f(z), 因 f 在 z 下 半 连 续 , 
故 有 邻 域 了 使 得 当 xe 和 时, a <f(x); 另 一 方面 由 x 一 z 知 ， 当 j 
充分 大 时 we VW 从 而 f(%)> a. 这 说 明 
b=limf(%)>/(z2)>6, Bb=/f(z)>-%. 
再 证 6). 由 5) 可 假定 存在 实数 b 使 得 inff (x) > b. 我 们 可 证 
得 更 强 的 论 , 即 
f= sup{ $1 $e KX), b < sf}. 
事实 上 对 任意 ze X, 任 取 实数 a 使 得 b<a<f(z). 由 f 的 下 半 
连续 性 , 存在 z 的 一 个 邻 域 使 得 f(x) > a, Vx e V. 据 Urysohn 
引 理 (定理 1-2-8)， 存 在 Js K(X) 使 得 
$A) EI2 (a+b),a), $(2)=a, HYAX\ ND={0). 
显然 5< ys<J 故 由 a 的 任意 性 知 
f(z)=sup{ $(2)1 $e KW,b<gsf}. OO 
定义 ”对 拓扑 空间 X 上 的 一 个 函数 g， 我 们 用 & 表示 g 的 
下 半 连 续 正则 化 ， 即 
&(7)= lim inf g(y), XE 
= supy (inf{ fO)ly e V }), 
其 中 广 取 遍 x 的 一 个 邻 域 基 . 同时 , 对 拓扑 空间 XX 上 的 一 个 函数 
族 又 为 了 简化 记号 , 用 ^inf2 来 表示 infF 的 下 半 连 续 正 则 化 . 
下 面 考虑 拓扑 空间 万 具有 可 数 基 的 情形 . 
引 理 1-4-$ 设 X 具 有 可 数 基 ,F 是 XX 上 的 一 个 下 半 连 续 函 数 
族 . 那么 存在 的 可 数 子 族 F1 使 得 sup Fi = sup ?7. 
证 明 设 吕 为 尺 中 的 有 理 数 全 体 . 那么 ， 对 每 个 rs QO, 存 
在 可 数 子 族 CC? 使 得 
uf>rlfe 6G}=U{>rlfe?} 
即 {xe Xl(sup G)x)>7}= {x eX|(sup Fx)> 7}. 令 
F1:= UV{G,Ir € 0}, 
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则 2 是 可 数 族 且 对 x e 多 当 实 数 c< (supF)x) 时 , 必 存 在 re 
2 使 得 a<r< (supF)(x)， 从 而 
(sup FiNx) > (sup G(x) >r> a. 

因此 sup Fi = sup 39. 口 

利用 这 一 引 理 ， 定 理 1-4-4 中 之 (6 ) 可 改写 为 : 

定理 1-4-6 设 多 为 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 , f se 
平 00) 且 在 一 个 紧 集 外 下 有 界 ， 则 KCO 中 存在 单调 增加 列 { 万 } 使 
得 im 万 = 大 口 

定理 1-4-7 (Choquet) 设 X 是 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 ,9 是 
焰 上 的 一 族 数值 函数 ， 那 么 存在 2 的 一 个 可 数 子 族 Fi ， 使 得 

Anf2Fi = ^inf F. 

证 了 明 用 @ 表 未 的 一 个 可 数 基 . 那么 ,对 每 个 UeB@， 存 

在 一 个 可 数 族 FucF 使 得 
inf {fye U,feF}=inf {fy e U,fe Fu}. 
这 样 一 来 ，F1: = v{ Fu| U e B } 就 满足 要 求 . 为 证 明 这 一 点 ， 只 
须 证 
(Ninf F1)(x) < (infF )Co)， (*) 
对 每 个 满足 (inf Fi)(x) > -wm 的 xe 多 成 立即 可 . 取 定 一 个 这 样 的 
x， 考 虑 任 一 个 实数 a: a < (^inf F1)(x). 因为 ^inf 9 为 下 半 连 续 ， 
存在 Ve 多 使 得 xe V 且 对 每 个 ye 广 有 a<(infF1)(y)， 故 
asinf{ffO)lye VfeF}=int {flye rfeF)} 

这 说 明 a< infF 在 让 上 成 立 ， 故 ag^infAx). 从 而 (*) 成 立 . 口 


4， 紧 支柱 连续 函数 空间 的 可 分 性 


设 X 是 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 . 那么 
KO):={ flf 在 X 连 续 且 具有 紧 支 柱 } 
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按 CuCO 的 范 数 | -上 〈( 即 上 确 界 范 数 ) 成 为 一 个 线性 赋 范 子 空间 . 
而 且 容易 证 明 ，KCO x KX) 到 [0, %) 的 映射 4: d 4 g)=Hf-gj 
是 K(XY) 上 的 一 个 度量 且 (K(X), a ) 是 一 个 完备 的 度量 空间 ， 而 且 
作为 拓扑 空间 是 可 分 的 . 更 准确 地 ， 我 们 有 

定理 1-4-8 ”在 (K(X), 4 ) 中 存在 一 个 可 数 稠密 子 集 ?， 使 得 
对 任何 g e K(X) 以 及 任何 实数 s> 0, 存在 fe 3 满足: f 的 支柱 
包含 于 g 的 支柱 之 中 上 且 dd, g) <e. 

证 明 用 均 表 示 万 的 一 个 可 数 基 . 对 任意 U,Ve 多 UV cy， 
用 fus 表示 KCO 的 一 个 元 素 使 得 它 的 支柱 包含 于 V， 函 数值 不 
超过 1 且 在 VU 上 的 值 点 点 为 1. 

用 2F, 表示 具有 形式 sup Q ,fs 的 函数 全 体 组 成 的 集 ， 使 其 


中 7 是 有 限 集 ，a, 是正 有 理 数 . 令 F := F1 -Fi, 那么 2 是 K 的 
可 数 子 集 且 满足 定理 全 部 要 求 . 

事实 上 ， 对 ge K(X)， 只 须 就 g>0 的 情形 证 之 . 这 时 ， 令 

8= Sup Fe (4.2) 
为 此 ， 只 须 就 满足 g(x) > 0 的 x e XX 证 明之 . 取 一 个 正 有 理 数 5 
使 得 5< g(x). 于 是 存在 U,Ve 多 使 得 x eU, U 的 闭 包 是 紧 的 且 
包含 在 V, 并 且 在 上 有 g> 6 那么 函数 5fvye Fs。， 故 
(sup Fe )x) > 56. 

5 是 任意 的 ， 所 以 (4.2) 成 立 ， 口 
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第 二 章 ”测度 论 选 讲 


测度 论 是 位 势 论 的 重要 研究 工具 , 也 是 位 势 论 的 研究 对 象 之 
一 . 但 位 势 论 涉及 的 都 是 Radon 测度 或 可 以 表 为 两 个 Radon 测度 
之 差 的 带 号 测度 ( 又 称 广义 测度 ) ， 有 时 也 考虑 由 广义 测度 构成 
的 复 测度 ， 故 本 章 将 以 Radon 测度 为 中 心 介绍 有 关 测 度 论 知 识 . 


§ 2.1 测度 与 带 号 (广义 ) 测度 


1， 环 、 代 数 、o 环 、o 代数 、Borel 代数 


设 EE 为 集 X 的 一 个 非 空 子 集 族 . 若 E 关于 “有 限 并 ”运算 封 
闭 ， 即 对 任意 4, Be E 有 A4UBeE, 且 关于 “ 差 " 运 算 封闭 , 即 
对 任意 4, BeE 有 A4\BeE, 则 称 E 是 X 上 的 一 个 环 ; 若 X 也 
是 环 E 的 成 员 ， 则 称 E 是 XX 上 的 一 个 代数 . 若 环 (代数 ) E 关于 
“可 列 并 ”运算 也 封闭 ， 即 对 任意 集 列 { 4i}c 已 有 U7hie 无， 
则 称 E 是 X 上 的 一 个 og 环 (代数 ) . 

显然 , X 的 子 集 全 体 2* 是 上 的 一 个 o 代数 ， 它 是 包含 
上 的 任何 o 环 的 o 代数 . 4 上 的 一 族 o 环 (代数 ) 的 交 仍 然 是 
一 个 o 环 (代数 ). 对 XX 的 子 集 族 F, 所 有 包含 F 的 o 环 (或 o 
代数 ) 的 交 就 是 包含 子 集 族 下 的 最 小 o 环 (或 相应 地 , o 代数 )， 
称 为 由 严 张 ( 生 ) 成 的 o 环 (代数 ). 

把 这 里 的 c 环 ( o 代数 ) 换 成 环 (代数)， 情 形 也 一 样 ， 把 


36 


包含 子 集 族 刁 的 最 小 环 (代数 )， 称 为 由 五 张 ( 生 ) 成 的 环 (代数 ) . 

例 把 一 维 欧 氏 空间 R 上 所 有 左 开 右 闭 区 间 (a, 5] 组 成 的 
集 记 作 F, 那么 , F 张 成 的 o 代数 就 是 RR 上 的 Borel 代数 , 记 作 
B( R); 它 也 可 以 是 由 R 上 的 开 集 全 体 T 张 成 . 

一 般 地 ， 设 (X, 是 一 个 局 部 紧 的 拓扑 空间 ， 把 拓扑 工 张 成 
的 o 代数 称 为 Borel 代数 , 记 作 B(X) . 

注 在 Halmos 的 《测度 论 》[23] 中 ，Borel 代数 被 定义 为 由 
紧 集 全 体 张 成 的 o 环 ; 在 其 它 文献 , 也 可 找到 别 的 定义 从 内 涵 
到 形式 都 可 能 有 所 不 同 . 本 书 根据 实际 需要 ， 采 用 Hewitt E & 
Stromberg K [27] 的 定义 ,与 Constantinescu C & Cornea A [10] 一 
致 ， 保 证 了 下 半 连 续 函 数 的 可 测 性 . 


2， 测 度 及 其 性 质 


设 E 为 集 X 上 的 环 ， 定义 在 E 上 的 正 数值 函数 ( 集 函 数 ) w 
车 满足 下 面条 件 ， 就 叫做 EE 或 区 上 的 一 个 测度 : 

(1)w(C)=0; 

(2 ) 可 数 可 加 性 : 对 任意 其 成 员 两 两 不 交 的 集 列 {4;}c E, 车 
vAi}e E, 则 p(V{ AD= Ee, 4( 4i). 

若是 测度 ,对 E 的 成 员 4,A (4) 称 为 4 的 测度 ( 值 ). 车.(4) 
=0， 就 称 4 为 零 测 集 . 

例 在 2 上 定义 集 函 数 s. 如 下 : 对 X 中 取 定 的 点 x 及 多 的 
子 集 4， 当 xe 4 时 , &(4)=1; 当 x 4 4 时 ，&.(4)=0. 那么 ex 
是 2 上 的 测度 ， 称 为 Dirae 测度 或 单位 质点 . 

为 了 介绍 测度 的 性 质 ， 先 说 明 几 个 记号 . 
对 数列 {qj} < [- m，om], 令 


Liim a := liminfa= lim( inf{ ar | 27)); 
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u-lim a :=limsupaw= lim (sup{ ar | £27}); 
ia 1 


limaw=lm,a := lima;. 
pe 


对 区 的 子 集 列 { 4,}， 


Llim 4 := {x| 只 有 有 限 个 4 使 得 x 4i); 
u-lim 4 := {x| 有 无 限 个 4, 使 得 xeA4i). 


显然 L-lim 4ic u-lim 4， 当 等 号 成 立时 , 记 作 lim 4 或 limi 4; . 


称 集 列 { 4 } 是 单调 增 的 ， 如 果 4ic 4sl， 对 任意 ie N 成 立 . 
称 集 列 { 4;} 是 单调 减 的， 如果 4; 二 4i1， 对 任意 ie N 成 立 . 
定理 2-1-1 设 y/ 为 环 E 上 的 测度 ,下 列 hie E,ieN. 则 下 


面 性 质 成 立 : 


(D 有 限 可 加 性 : 若 AiN 4,= @, 则 
L(A1Y A2) = (41) + pA); 
(2) 单 调 性 : 若 41c 4z, 则 jp(41) 4(42); 
(3) 可 减 性 : 车 41c 42 且 4(41)<%, 则 
L(A2\A1)= (42) -4 (A1); 
(4) 下 半 可 数 可 加 性 ; 若 4=vihie E, 则 14(4) < > 140); 
(5) 下 连续 性 : 设 集 列 { 4,} 是 单调 增 的 ， 且 4= ih;e E, 则 
lim py (4) = 4(4); 
(6) 上 连续 性 : 设 集 列 {4, } 是 单调 减 的 , 且 4:= hie E, 并 


且 有 4(41)<%, 则 limp (4) = 4(4); 
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车 EE 同时 是 o 环 , 则 还 有 下 面 性 质 : 
Dn (llim A) < Llim pA); 
(8) 若 (UiA) <%, 则 (urlim A) > ulim p (A); 
(9) 连 续 性 : 若 lim 4; 存 在 且 (Ji4)<wm, 则 
A (limd’) = limp (42); 
(10) 若 E244) <%, 则 jp(u-lim4i)=0. 
证 明 性 质 (1) ~ (6) 的 证 明 较 简单 ， 留 给 读者 . 现 证 性 质 (7). 


注意 到 Llim 4i = UkBi, 其 中 每 个 B=Misx4i, 故 1lim hie E. 由 
于 Bec At 且 {Bi} 是 单调 增 的 ， 可 由 性 质 (5) 与 (2) 得 出 : 

A (lim A) = p(s1 Be) = lim p(B) < Llim p (Ai). 
再 证 性 质 (8)， 因 ulim 4;= MwCk, 其 中 Ci:= Ui>x 4i,{ Cx} 是 单 
调 减 集 列 且 Ci 二 41, 故 ulim 4;e E 且 由 假定 AU(vi4)<o 知 
XA(C1) < %, 应 用 性 质 (6) 得 : 

Au-lim A = (MC) = lim py (C) > u-lim py (A)). 

性 质 (9) 由 性 质 (7) 与 (8) 推 出 . 
下 证 性 质 (10)， 由 (8) 的 证 明知 ulim 4C Ui>x4i， 
由 单调 性 及 下 半 可 数 可 加 性 得 ， 
A (ulimA) SHUizrA) < Ti H(A) 
对 任意 自然 数 k 成 立 ; 由 条 件 , 右边 是 收敛 级 数 的 余 项 , 故 当 
kw% 时 收敛 于 0. 口 


3 带 〈 符 ) 号 测度 及 其 分 解 


定义 设 古 是 集 X 上 的 一 个 o 代 数 ， 就 说 (X, 了 ) 是 一 个 
可 测 空间 . 上 的 元 素 叫 可 测 集 . 〈 注意 : 这 时 并 不 涉及 某 个 测度 . ) 

对 一 个 可 测 空 间 (XK 互 )， 称 vy 为 X (或 ) 上 的 带 号 测度 
或 广义 测度 ， 如 果 v 是 从 到 (-%, o ] 或 从 到 [-o, o ) 
的 ( 集 ) 函数 且 满 足 可 数 可 加 性 及 v(C) = 0. 

下 面 取 定 可 测 空间 (X, 2) 及 上 的 一 个 带 号 测度 v . 

定义 设 4, 83cC% 称 4 为 关于 v 正定 的 ,如 果 对 任何 Ee 区 
有 4mBezZ 上 且 v(4 mm)>0; 称 B 为 关于 v 负 定 的 , 若 对 任何 
Ee 有 BNEeS Hv(BMNE SO. 

据 定义 ，@ 既是 正定 集 ， 又 是 负 定 集 . 

定理 2-1-2 (Hahn 分 解 定理 ) 存在 关于 v 的 正定 集 4 与 负 定 
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集 B 满 足 : 4MB8=@ 上 且 4wB= 丰 
证 明 不 妨 设 v 取 值 于 ( - %, oo ]， 注 意 到 两 个 负 定 集 的 差 及 
可 数 个 负 定 集 的 并 仍 为 负 定 集 ， 令 
6 := inf{ v(B8)18 为 可 测 的 负 定 集 }. 
取 可 测 的 负 定 集 列 {B)} 使 得 v(B) 下 b (i %). 记 B:= Bi， 
则 8 是 可 测 负 定 集 且 v(8)=b>- o. 
下 证 4:=X\B 为 正定 集 . 否则 ，4 有 可 测 子 集 Eo 使 得 v (Eo) 
<0. 显然 ， bb 不 是 负 定 集 ( 否则 , BU Eo 为 负 定 集 且 v(BU 加 
=v(B8)+ v(E)<b, 与 5 的 定义 矛盾 ) 于 是 如 有 可 测 子 集 FF, 使 
得 v(F)>0. 记 
:=min{ klke N 且 名 有 可 测 子 集 G 使 得 v(G)> 1 /kt}. 
故 对 有 Eo 的 可 测 子 集 使 得 v(B1)> 1/h. 由 于 
v(Eo\ Ei)= v(E0) ~- v(E) < v(E0)- 1/h, 
可 用 bo\ 1 代替 Eo 来 重复 上 述 讨论 并 得 到 可 测 集 ,使 得 
v(E)>1/k ,kh2kh 且 
v((Eo\ Ei)\E2)< v(Eo\E)~1/k <0. 
用 归纳 法 可 得 到 一 列 可 测 集 {5} 满 足 : 对 任意 i,j e N 成 立 : 
EcEh, ENE=@ (i#j), v(E)21/k, kshka. 
令 E:=,E， 可 以 肯定 ,lim,(1/%)=0. 否则, 推出 
v(B)=E2, v(E)2E® (1/k)=%. 
但 Ec Eo,v(E0)<0, 由 v(E0)=v()+v(Eo\ 司 将 导出 
vV(Eo\E)=-%, 
这 与 v 不 取 - % 值 的 假定 矛盾 . 
由 lim 右 = % 知 , Eo\ 玉 的 每 个 可 测 子 集 严 满足 v (F) < 0 ( 否 
则 ， 存 在 自然 数 "' 使 得 v(m > 1/k',k'> 每 个 ,这 是 不 可 能 
的 ) 从 而 加 \E 为 负 定 集 . 但 v(E0\B)<v(E0)<0 且 (Bo\E)n 
有 = 作 推出 BU (CEB \ 且 是 负 定 集 且 v(Bw (BA\ 司 ) <b, 矛盾 . 口 
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定义 ”对 Hahn 分 解 中 的 正定 集 4 与 负 定 集 B, 令 
vi'(FP):= v(F NA), Vv (DM)=- vrv(FMB), 
1 rl(P= vi(F) + v (FP), Fe 
分 别称 v", v ,| v | 为 v 的 正 变 差 , 负 变 差 和 全 变 差 . 
定理 2-2-3 (Jordan 分 解 定理 ) 带 号 测度 vy 的 正 变 差 、 负 变 
差 和 全 变 差 都 是 瑟 上 的 测度 ， 且 对 每 个 Fe 有 
v(D=v(D-v(D . 
进一步 ，v 与 v' 中 至 少 有 一 个 不 取 % 值 . 
证 明 显然. 
定义 ”对 可 测 空间 (X, ), 了 上 的 带 号 测度 v 若 满足 :VF e 
区 有 ly (| < %, 则 说 v 是 (全 ) 有 限 的 . 如 果 VY Fe 马 存在 
集 列 { i}c 区 满足: 每 个 | v(F)|< wo 且 Fc uF 则 称 v 为 (全 ) o 
有 限 的 . 
易 验证 , v 为 有 限 (oc 有 限 ) 当 且 仅 当 v*,v 与 | v | 都 是 有 限 
(相应 地 ，c 有 限 ) 的 . 
对 环 E 上 的 测度 的 有 限 及 g 有 限 性 也 同 此 定义 . 


§ 2.2 外 测度 


1， 外 测度 的 概念 


定义 ” 非 空 集 X 的 一 个 c 环 互 c 2* 称 为 可 传 的 ， 如 果 五 
中 任何 元 素 的 任何 子 集 也 是 五 的 元 素 . 

例如 ，2* 本 身 就 是 一 个 可 传 a 环 . 

定义 在 XX 的 一 个 可 传 o 环 及 上 的 正 数值 ( 集 ) 函 数 /车 满 
足下 面 三 条 件 则 称 为 Caratheodory 外 测度 : 


(D4(@)=0; 
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(2) 单 调 性 : 若 4, Be H 有 4cB, 则 jp(4)< 4(B); 
(3) 下 半 可 数 可 加 性 : 对 任何 集 列 {4;} c 五 有 
HH(YiA) < De A (Ai). 
外 测度 尽管 本 身 作用 不 大 , 但 它 是 研究 测度 的 重要 工具 之 


2.， 由 环 上 的 测度 引出 的 外 测度 


引 理 2-2-1 设 E 是 XX 上 的 环 , 则 
H(B):={ FcCX| 存在 {fi}c EE 使 得 Fc viF,} 
是 包含 E 的 最 小 可 传 o 环 . 

证 明 显然 E c H(E) 且 当 已 e H(E) 时 ，F 的 任何 子 集 也 
属于 HE), 即 H(E) 是 可 传 的 . 再 证 它 是 o 环 . 首先 , 车 Fi, Fe 
H(E), 所 \F 忆 是 FF 的 子 集 从 而 属于 H(E). 设 {P} c H(E), 据 定 
义 , 每 个 对 应 一 列 { Fy}jenCE 使 得 Fic Fj, 从 而 有 

{FylieN,jeN}cE 
使 得 
UiFcCUiY FF,, 
故 UiFie H(E). 以 上 说 明 H(E) 是 包含 EE 的 可 传 5 环 . 车 负 也 
是 X 上 的 包含 E 的 可 传 o 环 , 设 Ge HE), 那么 有 { Gi} cEc 
面 , 使 得 Gc UG 因而 是 5 环 , 故 UiG,e Hi; 因为 所 是 可 传 
的 , 故 Ge 而 . 从 而 UE)c 有. 故 H(E) 即 为 所 求 . 口 

定理 2-2-2 设 / 是 环 巨 上 的 测度 . 对 每 个 Fe H(E), 令 

LF)=inf{(Z i (PN {FYCER FCU,F} (2.1) 
则 A* 是 KBE) 上 的 外 测度 称 为 由 w 引出 的 外 测度 . px 在 EE 
上 的 限制 就 是 A 本 身 ; 若 j 是 有 限 的 , 则 ju* 也 是 c 有 限 的 . 

证 明 Ar* 的 正 性 由 A 的 正 性 推出 . 单调 性 也 是 显然 的 . 下 
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面 证 : 若 Fe E, 则 AUD = (有 .事实 上 , 若 集 列 { Fi }c EE 且 
玉 C Ui 由 测度 的 下 半 可 数 可 加 性 知 
4(F)< E24(F), 
由 (2.1) 式 知 J (P < AD 另 一 方面 , 若 令 G1:= F, Gi= @, i>2, 
则 集 列 { Gj)} c EE 且 Fc UG 并 有 p(F) = Z2A (G)， 这 说 明 
AH 人 ( > JAP). 从 而 pF)=p(F). 特别 , 因 ee E, 故 
LD)= 1)=0. 
再 证 下 半 可 数 可 加 性 . 设 {P)} c 下 四, 若 有 某 个 使 得 
J 五)= co， 那么 显然 有 
AU PF) S EE, pF) (2.2) 
即 下 半 可 数 可 加 性 成 立 . 下 设 每 个 uF) < %. 任 取 实数 e> 0， 
那么 对 每 个 i， 由 (2.1) 式 知 有 和 集 列 { Fij|j = 1,2,…} 使 得 
FcyF) 县 Zp(F)S HAF)+E, 
从 而 
ER ni HP) SE HAF)+e. 
另 一 方面 , 因 wii 本 Di 所， 故 有 
HI PF) SEE) Tr HPF) SE AR)+E 
由 e 的 任意 性 推出 (2.2) 式 . 
最 后 , 设 4 是 有 限 的 ,Fe H(E). 由 (2.1) 式 E 知 有 和 集 列 
{ 记 其 并 包含 了 F. 因 J 是 有限 的 , 对 每 个 F 有 EE 中 的 集 列 
{Flj e N} 使 得 
Fc uh 且 A(PD)<o. 
从 而 CUivjFij 且 pJX( Fj)=4(Fi)) <%. 故 p* 是 ec 有限 的 . 口 


3， 关 于 外 测度 上 的 可 测 集 


定义 设 避 为 了 的 可 传 5 环 吾 上 的 外 测度 , 4 < 召 称 为 是 
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可 测 的 ， 如 果 对 每 个 Te 百 都 有 
E(D=E(TNA)+E (TA). (2.3) 
用 5 表示 & 可 测 集 全 体 所 成 之 集 . 
定理 2-2-3 车 4 eH 且 &(4)=0, 则 A 为 & 可 测 集 且 对 每 
个 TeH 有 , &(D)=&(T\A). 
证 明 设 Te 有 HH, 那么 &E(Tn A)=0. 这 是 因为 TMA cc 
4 上 且 占 具有 单调 性 . 于 是 由 下 式 得 出 结论 : 
ED <ETNA+ET\A)=ET\A) SED. OD 
定理 2-2-4 设 4 ee 五 是 5 可 测 的 , 若 Y=U He H, 则 Y\4 
也 是 & 可 测 的 . 
证 明 v7TeH, 
ED=ETNMA)+ET\A))=ET\(T\A) +E (TNT\A)). 
这 说 明了 \4 满足 (2.3) 式 . 口 
定理 2-2-5 设 避 可 测 集 列 {4i} 中 的 元 素 两 两 不 交 , 则 v7 
EH 有 
ED=EL ETNA)+ET\ UA) (2.4) 
证 明 ”由 外 测度 的 下 半 可 数 可 加 性 ， 上 式 左边 < 右边 . 当 
5(D = o, 则 (2.4) 成 立 . 下 设 &(7T) < oo. 先 证 对 任何 自然 数 上 > 1 
有 
ED=EL ETNA)+ET\ UE A). (2.5) 
显然 ， 当 k= 1 时 (2.5) 式 成 立 , 这 是 由 于 41 为 & 可 测 , (2.3) 式 
当 用 41 代 替 4 时 成 立 . 归纳 假设 对 某 个 t=1 有 (2.5) 式 . 用 T\ 41 
代替 (2.5) 式 中 的 了 得 
ET\AR)= EE ELT AR) NA + ET AA) \ UA) . (2.6) 
因 - y{4i} 两 两 不 交 ， 故 对 每 个 i# 寻 1 显然 有 4;c(X\Ain), 从 而 
(T\A11) MAi=TNA. 
因 A4i: 为 & 可 测 , 由 (2.3) 及 (2.6) 式 得 
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5OD=5(Tn4kD+5(T\4eD 
=EHETNA+ET\ UA). 
即 (2.5) 对 上 + 工 成 立 . 
此 外 , 数列 {E (T\ 和 4)|ke NN } 是 单调 减少 的 且 以 


SCTVU2 全 
为 下 界 . 由 (2.5) 式 ， 

ED lim TL ETNA)+ET UE, A). 
从 而 EDZLL ETNA) +E TU Ai). 


故 (2.4) 式 成 立 . 口 
定理 2-2-6 车 4,8 为 8 可 测 ， 则 4\8B 也 是 5 可 测 的 . 
证 明 任 取 Te 太 令 C:=TN(4\B),D:=T\(4\B), 我 们 
要 证 
& (ND=8 (0) + (D). 
因为 D=(DAMB)u(D\B), 而 8 是 & 可 测 的 ， 故 
(CO) +E(D)=E(C) +E (DNB) + ED\B). (2.7) 
又 因 Cc4,D\BcX\4, 而 4 是 上 可 测 的 , 故 
5(CJ+5(DnmB)+5COD\B)=5(CVCOD\B)+5CODmB) (2.8) 
又 因 CU(D\B)cX\B,DNBcB, 由 8 的 & 可 测 性 知 
E(CU(D\B)+E(DNB)=ECUD\B) YU (DNB)) 
=E£(DUO). (2.9) 
联合 (2.7),(2.8) 及 (2.9) 得 
EO +E(D)=E DUO=ED. OO 
定理 2-2-7 可 测 集 全 体 上 :是 XX 上 的 一 个 o 环 . 且 “ 限 
制 在 世 : 是 一 个 测度 . 
证 明 ” 先 证 有 :是 o 环 . 由 定理 2-2-6， 只 须 再 证 它 对 可 数 
并 封闭 . 设 { 4i} 是 一 列 必 可 测 集 , 令 
Bi=A!, Bi=A\UTA, vk>2, 
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由 定理 2-2-6, 每 个 有 是 & 可 测 的 . 又 { Bi } 中 元 素 两 两 不 交 且 
UrB= UR A 
由 定理 2-2-5, 对 任何 Te 五 有 
END=ZA ETNB) +E (T\UR BD), 
>5 (TN(VEB)+E (TeBb 
这 说 明 ?4 为 可 测 ， 进 而 是 G 环 . 
设 {B} 是 一 列 两 两 不 交 的 < 可 测 集 ,用 7 表示 其 并 集 , 代入 
(2.4) 式 得 
E(B)= TA ETNB) +ET\DN=E, &(B), 
这 表明 & 有 可 数 可 加 性 . 而 5 的 单调 性 是 已 知 的 . 故 & 为 上 
的 测度 . 口 
定义 ” 称 外 的 环 E 上 的 一 个 测度 j 是 完备 的 ， 如 果 EE 中 任何 
4 零 ( 测 ) 集 4 ( 即 u(4)=0) 的 任何 子 集 也 是 E 的 元 素 . 
定理 2-2-8 上 是 :上 的 完备 的 测度 . 
证 明 由 定理 2-2-3 及 “上 的 单调 性 立即 得 到 ， 口 


4， 环 上 的 测度 的 完备 扩张 


定理 2-2-9 设 4 是 的 环 E 上 的 测度 ，Z( 杏 是 互 张 成 的 
5 环 ， 则 4 必 可 延 拓 (扩张 ) 成 一 个 包含 ZE) 的 o 环 上 的 完备 
测度 . 

证 明 由 定理 2-2-2, py 可 在 HE) 上 引出 一 个 外 测度 je* 使 得 
人 限制 在 E 上 为 yy. 由 定理 2-2-7, pt 可 测 集 全 体 E* := 克 ,s 是 
一 个 o 环 . 那么 E* 二 EE. 事实 上 , 若 Fe E,Te H(E) 且 L*r(TJ< 
o, 则 由 /ex 的 定义 , Ye> 0, 存在 {Fi}cE 使 得 Tcus, 忆 上 且 

At(D+E>Z2 (PF)=T [A( FNP +n(F\ FY) 
ZT\D + ATO 
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这 就 说 明了 FF 是 jx* 可 测 的 . 于 是 E* 包含 了 五 张 成 的 G 环 . 
由 定理 2-2-8， /ex 在 E* 上 是 完备 的 测度 . 口 
注 通常 把 je* 可 测 集 称 为 4 可 测 集 , je* 在 E+ 上 的 限制 
仍 记 作 4. 
对 针 的 子 集 族 P, 用 Po 表示 PP 中 元 素 的 可 数 并 全 体 , P; 表 示 
P 卫 中 元 素 的 可 数 交 全 体 . Po := (Po)s. 在 拓扑 空间 中 , 若 一 个 子 集 
可 以 表示 成 一 列 开 集 的 交 ， 则 称 为 Gs 型 集 ，XX\ EE 为 Fo 
型 集 ， 后 者 是 一 列 闭 集 的 并 . 
推论 2-2-10 设 4eE*,j (4)<om. 则 
(1) ve>0, 存在 Be Ec 使 得 4 cB 且 4 (B\A)<&; 
(2) 存在 Ce Eos 满足 4CC 且 p(C\A)=0. 
证 明 因 AeE*,y*(4)=1 (4), 由 (2.1) 式 , 对 任意 te N,E 
中 有 集 列 {dbjen 复 盖 了 4 且 
Ep (Ay) <p CDO+1/ 
任 取 一 个 充分 大 的 上 使 得 1/k<&. 令 
肌 := 忆 1 
又 令 
C:=2U 


Ph 
则 8, C 满足 所 要 的 条 件 . 口 


§ 2.3 Radon 测度 与 上 积 


以 下 设 针 为 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ， 如 前 所 述 ，K(O 是 六 
上 具有 紧 支 柱 的 连续 函数 全 体 . 
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1. KW 上 的 正 线性 泛 函 ! 


定义 ”KGCO 上 的 实 函 数 1 若 满足 下 面 三 个 条 件 , 则 称 为 正 线 


性 泛 函 : 
1 可 加 性 : 1(+g)=10)+1(8) vg € KO); 
2) 齐 次 性 : 1 (a7f)=a1( 几 ), YaeR,vreKOn; 
3) 正 性 :10D)> 0， vfe Ko0. 


例 将 1 看 成 实 区 间 [w 映 上 求 Riemann 积分 的 运算 , 它 是 
Kl[a, b]) 上 的 正 线性 泛 函 . 

由 1)~3) 可 推出 1 满足: 当 f g es KO), f < g 时 必 有 1 4 < 
1(g); 特别 , 110)1<1(fD. 

在 K(X) 上 考虑 上 确 界 范 数 ， 妈 |- :f= supzex]f x). 

引 理 2-3-1 设 C 为 X 的 紧 子 集 ， 则 存在 仅 与 C 有 关 的 实 常 
数 上 满足 : 对 每 个 fs K(X), 若 f 在 X\C 取 值 恒 为 0, 则 有 

TO<ElLA 

证 明 据 定理 1-2-6, 存在 相对 紧 开 集 V> C. 据 Urysohn 引 
理 ,存在 ps K'C0 使 得 g (00 [0, 1,9(O= 1,pCN\D={0}. 
设 fe KO) 且 在 X\C 取 值 为 0, 则 

fx)=f 0)9 CO， xEX. 

于 是 

shflo, lAsrfDs dpe) = 
令 t:=1( 9 ), 那么 E 即 为 所 求 ， 口 

引 理 2-3-2 设 @ TC K'(9) 且 对 任何 fg eT, 存在 he 工 
使 得 h<f 且 h<g( 即 T 是 下 定向 族 ). 目 vx eX, inf{ f(x)|feT} 
=0, 则 

inf {1(f)lfeT}=0 ， (3.1) 

且 对 每 个 ec> 0, 存在 大 s 工 使 得 | 大 1<<， 


48 


证 明 取 定 e>0 及 feT, 用 4 表示 集 {xe 天 AGO)>0} 的 
闭 包 . 因为 fe K(X),， 故 4=S(). 从 而 4 为 紧 集 . 对 每 个 ge 
令 As:={xeA4lg()> e), 则 {holg eT} 是 紧 空间 4 的 一 个 
闭 子 集 族 . 由 定理 条 件 ， 

N{Aslg eT}=8. 
由 定理 1-2-4, 这 个 闭 集 族 不 具有 有 限 相 交 性 质 ,， 从 而 有 工 的 子 
族 {g1,…, gm} 使 得 

A NNA,=G. 
又 因 工 是 下 定向 的 , 故 存在 fse 工 使 得 大 < min{ fg1…,gm}. 
显然 | <e. 

据 上 一 引 理 , 存在 仅 与 紧 集 4 有 关 的 常数 上 使 得 

ii(@) 1skllell 
对 所 有 在 4 的 余 集 取 0 值 的 g s K(X) 成 立 . 因为 大 就 是 这 样 的 函 
数 , 故 0<+( sktll 大 1<ke. 因 e 是 任意 的 , 故 (3.1) 式 成 立 . 口 


2. 1 在 平 上 的 延 拓 I 


用 平 表示 X 上 的 、 在 一 个 紧 集 外 取 正 值 的 下 半 连 续 函 数 

全 体 , 对 ge 平 , 定义 
ICQ8)=suptt(p)P < KO), pg < 8}. 

注意 到 1(g) 可 能 为 %, 但 对 每 个 g es 开 由 定理 1-4-4 的 性 质 6) 
知 ,1 (g) 总 有 意义 . 

定理 2-3-3 下 上 的 泛 函 1 满足 下 面 性 质 : 

1) 延 拓 性 : vfe KO0,10)=10); 

2) 单 调 性 : 若 gi, ge 且 g1<g, 则 1 (81) <1 (82); 

3) 正 齐 性 : Vg e 平 , Y 实 数 a>0, 有 I(a 8g)=aI (8). 

证 明 ”可 由 4 的 性 质 及 I 的 定义 直接 推出 . 口 
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由 下 面 定理 ， 我 们 还 将 看 到 ,1 在 下 具有 有 限 与 任意 可 加 性 . 
定理 2-3-4 设 工 是 下 的 非 空 子 族 且 对 于 &, 8 eT 存在 
如 ET 使 得 g3> gi 且 g;>g，( 即 该 函数 族 为 上 定向 族 ), 则 
I(supT)=sup{ I(g)|g eT}. 
证 明 设 g0:=sup 了 =sup{g(x)|g eT},xe 针 由 定理 1-4-4 
之 4)， goe 下 . 下 分 两 步 证 之 . 
1) 当 { go }UT cKO, 则 
{go-glg eT} 
是 下 定向 族 且 vx e 丸 
inf { go(x) -~ g(x) | g eT} = golx) — sup{ g(x) |g eT} 
= go(x) — go(x)=0. 
据 引 理 2-3-2 知 ， 
0=inf fi(go -lg eT}=inf{i(go) -1(g)ls eT} 
=1(g0) — sup{i (ge)|g eT }. 
好 1(g0) =1(g80) = sup{ 1 (g)| g e T} = sup{l (@)| g eT}. 
2) 对 一 般 情形 , {go}UTcC 平 . 因 g<go,g eT, 故 
sup{] (8) | g e T'}s I(go). 
下 证 反 向 不 等 式 . 令 D:= {fe K(X)| 存在 g eT 使 得 /< g}. 
由 定理 1-4-4 之 6)， 
go=sup{ g|g eT }=sup{sup{ fe KO) If < g}lg eT}=supD. 
任 取 一 个 实数 a <i (go), 由 I 的 定义 知 ， 存 在 p e KG 使 得 
psgo 有 I(9)>a. 
于 是 
p= min{ 9, go} = min{ 9, sup D} = sup{min{ 9,f}|f e D); 
把 族 {min{ we } 看 成 第 1 步 中 的 工 并 用 gp 代替 第 一 步 
的 go, 就 得 到 
<1i(=sup{i(min{g,f}feD} 
ssup{ 1(N)|feD)} 
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<sup{ I(e)lg eT}. 

因 a 是 任意 的 , 故 1(go0) < sup{ I (8)|lg eT}. 口 

推论 2-3-5 若 {gi} Cc 平 且 gi< gm,i=1,2,…, 则 

limI(g)=I(limg). 口 
推论 2-3-6 ( 有 限 可 加 性 ) ”对 gi, 82…, gmeE 昱 有 
T (grt**+gn) = ZI (gi). 
证 明 易 验 证 
gitg2=sup{p+ pl pe K(X) 且 gs gi=1,2}. 
因而 
I(g1+g)=sup{i()+i(p)| pe KA gs g, i=1,2} 
=sup{i(9)|91e KO 9 < 81} 
+sup{ 1(92) | 内 < KNB 9, < g2} 
=1 (81) +1(g2). 

对 m 个 函数 的 情形 可 用 归纳 法 证 之 . 口 

推论 2-3-7 ( 任意 可 加 性 ) ”对 任何 非 空 族 Tc 入 有 

1 (Zser 8) = Zger I(8). 

这 里 Zeer g 定义 为 : 

(Zeerg)GCo = sup{Z ngAx) | gie T, i=1,2,%,m; m € N}; 
同样 

Zsger I(g)= sup{2 ,1 (8) | ge T,i=1,2,,m;m e N}. 

证 阴 若 [为 有 限 族 ,可 由 推论 2-3-6 得 出 ; 若 T 为 无 限 族 ， 
可 由 定理 2-3-4 及 推论 2-3-6 推出 . 口 


3， 对 任意 函数 的 上 积分 


对 针 上 的 任意 数值 函数 wu 令 
TO :=inf{l (@) |g e ¥,g>u} 
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并 称 之 为 u 的 上 积分 或 由 1 引出 的 上 积分 .w 的 下 积分 定义 为 
TO =-1(-w). 
定理 2-3-8 ”上 积分 1 有 下 列 性 质 : 
1) 延 拓 性 : 对 平 中 的 函数 g, 有 I(g) =1 (8); 
2) 单 调 性 : 对 两 个 函数 u,v, 若 u<v 则 (ww) <T(v); 
3) 下 半 正 齐 性 : 对 任意 函数 u 和 正 实数 cx 有 
T'(a w) < a Tw); 
4) 下 半 可 加 性 : 对 任意 函数 v,， 有 (w+v) <T(w) +1(v). 
证 阴 由 了 的 定义 及 I 的 性 质 直接 推出 . 口 
定理 2-3-9 (广义 Levi 定理 ) 设 { wu } 为 X 上 的 一 列 单调 增 
加 函数 列 使 得 TCn) > %, 则 Tdim ww) = lim T(z 让 
证 明 设 x:=limw， 由 单调 性 知 
Tao) < lim T'(1) <Tco) . 
故 只 须 再 证 
limiTGw)> PC 
车 左边 为 w, 则 结论 已 得 证 .因此 ， 下 设 
lim 1'(w) < oo. 
任 取 se> 0. 对 每 个 自然 数 i, 取 g,e 中 使 它 满足 : g,> w 且 
1(8) <T(w) + e/2"! G2) 
令 wi= max{gi,…,8@)}, ie N, 则 {w 为 平 中 的 一 个 单调 增 函 数 
列 .由 推论 2-3-5 得 


lim1 (w) = 1 (limw) . (3.3) 
因 w> gi>wi=1,2...., 故 limw>limuw=z 从 而 
I (limw) >T(D) (3.4) 


另 一 方面 , 由 min{ w, gn}e 料及 


wirl+ minf ws g+1} = Wit gi, 


据 推论 2-3-6 得 ， 
I (wi) + I (min{w, ga1}) = 1 (wi) + I (gi1) . 
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因 grt>z un2u, wz2g>u 知 minfw gr}>w, 从 而 
lminfw, ge)>TGo>TGo)>-a， 
Twin) = (Ww) +I (gn) -I (min{w, gm}) 
<1(w) +1 (gi) -I (u), 
Twin) < Tw)+ Tu) Tu) + e/2"!. 
上 面 最 后 一 式 用 到 了 (3.2). 两 边关 于 i 从 1 到 kk 求 和 得 
EW) < ELLW) + Tn) -1 (um) + e/2; 
1 wa) < E10wD) -Tu)] +T (un) + /2; 
1 (wt) <T (un) + k=0,1,2,3,"" 
最 后 一 式 是 因为 w = g; 及 (3.2) 式 . 由 上 式 及 (3.3), (3.4) 式 得 
lim, To) + E> lim I (wi) 2 1 (w). 
由 2 的 任意 性 知 所 要 的 不 等 式 成 立 . 口 
本 定理 是 推论 2-3-5 在 了 中 的 推广 , 但 定理 2-3-4 及 推论 2- 
3-7 中 的 1 改 成 1 时 ,结论 一 般 不 成 立 . 
推论 2-3-10 设 { zz) 为 一 列 正 函数 , 则 
T(E 0) < EI). 
证 明 Ye N, 令 w= wut…+w, 则 fw 为 单调 增 函数 列 ， 
由 上 一 定理 ， 


TCE2 =TOim v) = Yim (v,) 
= lim, (Zw) 
Slim ZT = TT(W). ODO 


4. 由 1 (或 1) 导出 的 外 测度 


定理 2-3-11 对 的 子 集 4 的 特征 函数 14, 令 
A (4) =T(14), 
则 := 入 是 2 上 的 外 测度 , 称 为 由 1 或 + 导出 的 外 测度 . 
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证 明 显然 ,由 的 性 质 及 特征 函数 的 定义 立即 推出 入 满足 
正 性 , 单调 性 且 入 (C) = 0. 再 证 入 满足 下 半 可 数 可 加 性 . 设 集 
列 { 4i} c 2% 注意 到 UsZ 1。 这 里 4:= U4 其 中 4, 作为 
下 标 时 表示 为 4i( 以 下 同 此 ) .由 推论 2-3-10 得 

A (A)=T0) <sT EY, 1 
< ET) = EN (A). 


故 入 为 外 测度 . 

例 在 Ri 上 , 把 s 看 成 是 对 K(R') 中 的 函数 求 Riemann 积分 
的 泛 函 , 则 由 s 导出 的 外 测度 入 就 是 R! 上 的 Lebesgue 外 测度 . 
这 时 对 R' 上任 一 列 两 两 不 交 的 开 区 间 {(a,, b)}, 有 

A Ria b) = LNG, b)= Ee (bi a). 

一 般 地 , 我 们 有 

定理 2-3-12 设 0 是 X 是 一 族 两 两 不 交 的 开 集 , 则 和 (uw 0) = 
veo XU). 当 0 为 无 限 集 时 , 求 和 的 定义 见 推论 2-3-7. 

证 明 令 G=vo, 因为 1ve 和 对 任何 开 集 UU 成立 上 且 由 0 
中 元 素 两 两 不 交 知 , 16= Zueoe lw 应 用 推论 2-3-7 得 

入 (O) =1(lc)= Zueo1(lu= Lueo MU). 口 
定理 2-3-13 (外 正则 性 ) 对 任意 4 c 针 有 ， 
入 (4)=inf{ 和 (G)1G 为 包含 4 的 开 集 }. 

证 明 若 和 (4)=m， 因 为 G 是 包含 4 的 开 集 ， 由 单调 性 知 

结论 为 真 . 下 设 (4) < wo. 对 任意 实数 e > 0, 取 实 数 8 满足 
0<6<E/(I+E+ 和 Cd)). 
由 了 (14) 的 定义 知 ， 存在 ge 下 满足 :; 
g 214 有 8 1(9)-6<1(iy)=X\(4). 
令 G:={x eX|g(x) >1-5}), 由 8 的 下 半 连 续 性 知 G 为 开 集 , 显 
然 G>4. 对 xe G, 有 
(1-6)'g0)>1, 
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故 (1-D8>1c， 从 而 
A(O=1(10) <1(1 -6)'8)=(1-6) (8) 
<(1- "(0M(4)+5) 
< E+ 入 (d). 口 
定理 2-3-14 (内 正则 性 ) 设 忌 为 下 的 开 集 ， 则 
入 (四 =sup{ 入 (QO)1C 为 U 的 紧 子 集 } 
=sup{ 入 (DIPF 紧 ,V 开 有 Vc U). 
证 阴 ” 任 取 实 数 b<X(, 因 lve 开 , 由 1 的 定义 知 ， 
I1(1v)= sup{ 1 (9 19 eK'O0, os 1o}, 
故 存在 p es KX) 满足 
b<1(9) <X\(U). 
对 每 个 自然 数 i, 定义 
C= {x|9(x)> 1/2), Vi= {x| oC)> 1/i)}, 
那 未 C。 矿 是 紧 集 S(p) 的 闭 子 集 ， 从 而 是 紧 集 ; 是 开 集 . 令 
G:={x|9(x)>0}, 则 
G=U®C=Ua /=U2 VY, 
且 {C)),{ 太 } 都 是 单调 增加 的 集 列 , 故 有 
lim lc, = lim, lw = lim; 1#= 16. 
应 用 定理 2-3-9 得 
b<I(@sI(o=limT (lc, )=lim1(ly, ) 
=lim, \ (C) = Jim, A (V) ， 
由 4 的 任意 性 知 命题 成 立 . 口 
定理 2-3-15 若 4cX 且 4 为 紧 集 , 则 0< 和 (4)<%. 
证 阴 ” 据 定理 1-2-6, 存在 相对 紧 开 集 U 使 得 4c 以 由 
Urysohn 引 理 , 存在 ps KGCO,p(4)= {1}, op CX\U)= {0}, 于 是 


lsas1l;s9, 
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和 CD=TGD<sI( 巷 <o. 口 

在 §2.1 第 1 段 已 说 过 , 由 XX 的 拓扑 了 张 成 的 5 代数 BCD 
称 为 Borel 代数 , 在 8$ 2.2 第 3 段 讨论 过 关于 外 测度 的 可 测 集 . 现 
在 有 

定理 2-3-16 ”的 任何 开 集 U 都 是 入 可 测 集 ， 即 对 任何 了 
CX 有 

XD=XMTAWD +AT\D,, (3.5) 

从 而 入 可 测 集 全 体 ,二 BC0. 同时 ,入 是 ,上 的 完备 测度 ， 
称 为 X 上 的 Radon 测度 . 

证 明 由 外 测度 的 下 半 可 加 性 知 (3.5) 左 边 < 右边 . 为 证 反 
向 不 等 式 只 须 假 定 X(7) < %. 对 任意 e> 0, 由 定理 2-3-13, 存 
在 开 集 上 =:> 了 使 得 

入 (站 < 和 (D+e2， 
同时 有 开 集 D > \ 忆 使 得 1(D) < 入 (F\ ID +E/4. 应 用 定理 2- 
3-14， 可 选 一 相对 紧 开 集 G 使 得 
Gcrno 且 和 (O+e/4> 和 (mn 
令 丰 =(mnD\G, 则 G 与 万 是 不 相交 的 开 集 . 因 V\W 同时 是 
V、D 及 X\G 的 子 集 , 故 VAUc H, 从 而 
0<AMD-MV\U ND) -NVIU) <e/4. 

进一步 ， 

IAO+AD-AVNADW+AVIDI 
<|AGO-AVAUI+IAD-AV TD] 
<E/4+E/4=E/2. 

由 此 并 注意 到 G, 互 是 和 的 不 相交 的 子 集 , 由 定理 2-3-12 得 
和 (D+e> 和 (J+Es/2>X(GUEP+E/2= 和 (GOD+NXEDD+E/2 
>AUND+ATVIDEA UND+ MT U). 
由 上 的 任意 性 知 
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A(T)2AU\ D+ NTNU). 
其 余 结 论 由 定理 2-2-8 推出 . 口 
综合 本 节 讨 论 , 我 们 看 到 了 KOWD 上 的 正 线性 泛 函 1 导出 了 XX 
上 的 一 个 Radon 测度 入 = 和 A. 它 的 定义 域 是 一 个 包含 Borel 代数 
的 o 代数 ; 它 是 一 个 完备 的 内 正则 且 外 正则 的 、 在 紧 集 上 取 有 限 
值 的 测度 . 在 $ 2.5 建立 积分 概念 后 , 还 将 在 § 2.6 进一步 讨论 
Radon 测度 的 性 质 . 


8 2.4 可 测 函 数 


在 §2.1 已 定义 过 可 测 空间 (X, S), 其 中 5S 是 上 的 一 个 o 代 
数 ,S 的 元 素 叫 可 测 集 . 
定义 ”对 X 上 的 数值 函数 若 对 任意 a e R, 有 
f(a, oj:={fx EXla</f(x) < ow}e Ss, 
则 说 f 是 5 可 测 函数 ， 特 别 ， 当 天 是 拓扑 空间 ，S$ 是 Borel 代数 
8B( 加 时 ， 则 相应 的 可 测 函 数 叫做 Borel 函数 ， 若 在 R", S 取 作 
Lebesgue 可 测 集 全 体 时 ， 则 相应 的 可 测 函 数 就 是 Lebesgue 可 测 
函数 . 
一 个 拓扑 空间 上 的 下 (或 上 ) 半 连 续 函 数 ( 见 $ 1.4) 必 为 
Borel 函数 . 
定理 2-4-1 用 2 表示 届 的 一 个 稠密 子 集 ,/ 为 可 测 空间 无 = 
(%, 5 上 的 数值 函数 ， 则 下 列 命 题 等 价 : 
(D7 是 S 可 测 函 数 ; 
C)vas2 f(a, wes; 
(3)vaeQ, fla,w]es; 
(4)vVaeQ, f![-%,a)es; 
(5S)vaedQ, 三 [-o,a] ES 
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(6 广 {-aj eS, 广 {ojs8 且 VBeBR)， 广 (B) es 3. 
证 明 是 简单 的 ， 留 作 练习 . 口 
推论 2-4-2 设 广 是 拓扑 空间 , o 代数 S$ 8C90, 则 无 上 的 
上 、 下 半 连 续 函 数 都 是 S 可 测 函 数 . 特别 ， 当 XX 是 局 部 紧 
Hausdorff 空间 , 和 为 Radon 测度 ，S = 互 ; (和 可 测 集 全 体 ， 见 § 2.3 
第 4 段 ) 时 ， 则 无 上 的 上 、 下 半 连 续 函 数 都 是 8 可 测 的 . 
附注 2-4-3 ”从 本 节 开 头 知 , 谈 及 可 测 集 及 可 测 函 数 时 ， 仅 
与 可 测 空间 所 考虑 的 o 代数 S 有 关 , 不 涉及 测度 .但 当 S$ 与 一 
个 测度 有 关 时 ， 比 如 当 8 = 了 wm 或 ,这 里 w "是 由 py 导出 的 
外 测度 , 是 外 测度 ( 见 $ 2.2), 则 世 j , 世 中 的 元 素 分 别 叫做 4 可 
测 集 与 可 测 集 ， 相 应 的 可 测 函 数 分 别称 为 4 可 测 函 数 及 可 
测 函 数 . 
定理 2-4-4 设 g 是 R*:= [-c， cl 上 的 数值 函数 且 为 B(R*) 
可 测 ， 即 对 每 个 实数 o，(g-'[o, xj) 六 有 是 一 个 Borel 集 , 又 设 / 
是 X 上 的 5S 可 测 函 数 , 则 g .是 $ 可 测 的 . 
证 阴 .站 [oml= 广 (Gram]) 
=f/"!'[((g [a, ownRw4w 可 
= 广 [eta omRv 广 CDw 广 (DB)， 
其 中 4={ojm 广 [ao], B:={ -ojm 广 [oo]. 由 定理 2-4-1 之 6) 
知 g.f 为 8 可 测 . 口 
下 面 取 定 一 个 可 测 空间 (X, 5) 并 把 8 可 测 简称 为 可 测 . 利用 
定理 2-4-4 易 推出 两 定理 . 
定理 2-4-5 设 了 为 可 测 函 数 ， 则 
1) 对 任意 实数 a, f+ a 与 af 都 是 可 测 的 ; 
2) 下 面 定义 的 函数 g, h, ! 都 是 可 测 的 : 
站 fm 
0 oh | Pe 
9 ， JoD)=om 
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[OF, f(x)#+% 


h(x p ， f(x)=-% 
9 ， xz)=om 
pe f(x)#+%,0 
ID= 1 2， (xz) = -om 
9 f(x)=~ 
Fy f(x)=0 


其 中 为 正 实数 , m 为 正 整数 , p, ,7 为 任意 数值 . 口 

定理 2-4-6 设 fg 为 可 测 沙 数 , 则 下 面 定义 的 函数 u,v 也 是 
可 测 的 : 

u(x):= p(x) + q(x)， 当 此 式 有 意义 时 ; 在 其 它 处 令 zx (xD)= ai; 
w(x):= 了 (x) g(x)， 当 此 式 有 意义 时 ; 在 它 处 令 (x) = b， 

其 中 a, 2 为 任意 数值 . 口 

定理 2-4-7 设 {用 为 一 列 可 测 函 数 ， 则 

上 确 界 函 数 w:= sup{ [12… 小 、 

下 确 界 函数 v:= inf{ fi|i=1,2,…*}、 

下 极限 函数 |-lim j= ]-lim No),xe 克 及 

上 极限 函数 u-lim /= u-lim f(x),x eX 
都 是 可 测 函 数 . 

证 明 ” 因 对 任意 实数 a， 

{xeX|Iwx)>a}= Ui {xeXIfAx)> a), 
{xEeX|lv(x) <a}= Ui {x eXIfAx) <a}, 
由 的 可 测 性 及 定理 2-4-1 知 w,v 为 可 测 . 而 
ulim fi= inf{sup{ f(x) i>R} k=1,2,…}, x €X, 
Llimfi= sup{inf fi) |i2RIk=1,2,…}, xeX. 

由 上 、 下 确 界 函 数 的 可 测 性 推出 上 , 下 极限 函数 的 可 测 性 . 口 

对 可 测 空 间 (X, 9), 若 yreS, 记 Sly:={ ENYIE eS), 易 验 
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证 Sly 是 Y 上 的 一 个 o 代数 ， 从 而 (Y, Sty) 也 是 可 测 空间 , 称 为 (X, 5S) 
的 可 测 子 空间 . 若 8S 上 有 一 个 测度 (或 带 号 测度 ) py ， 就 叫 作 三 元 
序 组 (X, S, ji) 是 一 个 测度 (或 带 号 测度 ) 空间 . 同样 记 J 在 Y 上 
的 限制 为 yly, 即 对 任意 EcX ply(B)=p4(YN 怒 . 显然 4r 是 
Siy 上 的 测度 (或 带 号 测度 )， 称 (8 Sly, AI 为 (X%, 5S, 4) 的 子 
测度 空间 , 在 一 个 测度 空间 (X, S, y) 中 ， 称 一 个 命题 P 为 yy- 几 
平 处 处 在 XX 成 立 , 并 记 作 “P ja.e”， 如果 存在 可 测 集 E, 使 得 P 
在 E 上 点 点 成 立 而 且 Jw(X\E)=0. 又 称 f 是 wae 在 X 有 定义 的 
S 可 测 函数 ， 如 果 存 在 8 可 测 集 了 使 得 ju(X\ 了 =0, 且 f 是 Y 上 
有 定义 的 Sly 可 测 函 数 . 对 这 样 的 /可 延 拓 成 二 上 的 一 个 函数 
有 i， 使 得 在 Y 上 等 于 f; 在 XY \ 了 取 值 为 0. 显然 i 是 XY 上 的 5 
可 测 函 数 ， 
定理 2-4-8 设 f 为 X 上 /pae 有 定义 的 8 可 测 函数 ,g 在 区 
上 HAae 有 定义 且 /=g ya.e 在 XX 成 立 , 则 g 也 是 jae 在 XY 有 
定义 的 5 可 测 函 数 . 
证 明 ”由 于 有 限 个 可 测 jy 零 集 之 并 仍 为 A 零 集 . 故 存在 
可 测 集 8B 使得: 
(1D)f 是 在 B 上 有 定义 的 Sls 可 测 函 数 ; 
(2) 在 B 上 gg 有 定义 且 g=/; 
(3)u(X\B)=0; 
因 在 8 上 g 也 是 Sis 可 测 函 数 , 故 g 为 ywa-e 在 万 有 定义 的 8 可 
测 函 数 . 口 
定理 2-4-9 设 函 数列 { f; } 中 每 个 都 是 ae 在 多 有 定义 
的 8 可 测 函数 且 
lim fix) =f (x), Lae 在 多 
则 /是 yra.e 在 XX 有 定义 的 5 可 测 函 数 . 
证 明 ”因为 可 数 个 可 测 A 零 集 之 并 仍 为 零 集 , 故 存在 可 
测 集 7 使 得 uy(X\ 了 =0, 在 Y 上 每 个 fi 为 Sly 可 测 且 limif=f 点 
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点 成 立 . 据 定理 2-4-7, 了 是 在 了 上 有 定义 的 、8r 可 测 函数 . 口 
定义 上 的 一 个 函数 8 称 为 简单 函数 ,如 果 g 仅 取 有 限 个 
不 同 的 值 b…ym} 即 ， 若 令 
Ai:={xler)=y)}, i= 1,2,.…,m, 
则 g=% 入 14 
定理 2-4-10 设 / 为 可 测 空 间 X 上 的 可 测 函 数 , 则 存在 X 上 
的 一 个 可 测 的 简单 实 薄 数列 {gm}, 它 在 卫 上 点 点 收敛 于 了 ; 特别 
若 f 还 是 有 界 的 , 则 { gw} 在 上 一 致 收敛 于 f;， 若 f>0, 则 还 可 
使 得 这 样 的 { gm} 是 单调 增 的 . 
证 明 ” 先 设 />0. 对 每 个 自然 数 m 及 k: 1<ks<m2", 令 
4nk= {x EXIk- 1)/2"<f) <k/2"), 
Bn:= {x EX|If(x)>m} 
Sm 所 Yam (X) + ml, (%). 
显然 每 个 4m 都 是 可 测 的 且 g 为 可 测 实 函数 . 易 知 ， 
0sgsgs sf gnsm 有 有 


| gn() -11< 广 ,xEX\ Bn 
于 是 limn gm=f 在 针 点 点 成 立 . 若 0<J<b<o, 当 m>b 时 ， 
|gn(x) -f 6)1 < 让 


在 XX 一 致 成 立 ， 此 时 {gw} 在 羡 一致 收敛 于 了 . 

对 一 般 的 六 令 广 = max{f 0),f :=max{ -f0), 则 三 与 了 
都 是 正 的 可 测 函 数 且 /=f* - 广 . 假定 用 上 有 段 方 法 ， 相 对 于 了 /与 
广 选 出 的 简单 函数 列 为 分 别 为 { gm} 与 { hw} , 则 { gn - hm} 便 是 在 X 
上 收敛 于 /的 简单 实 函 数列 . 当 有 界 时 ， 收 敛 也 是 一 致 的 . 口 
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8 2.5 抽象 Lebesgue 积分 


1， 测 度 空间 上 的 积分 


取 定 一 个 测度 空间 (8 5, /0, 设 Y 了 Yc 大 
定义 ” 设 了 为 可 测 集 ,如果 由 有 限 个 两 两 不 交 的 可 测 集 构成 
的 集 组 {了 …,Y)} 满 足 了 =7 到 ， 则 称 之 为 了 的 一 个 可 测 分 割 . 
显然 , 天 的 一 个 可 测 分 割 {X… 鸡 } 限 制 在 了 就 是 了 的 一 个 
分 割 ; 反之 ， 对 了 的 一 个 可 测 分 割 {了 P…, 了 mw }， 令 Ym: =XX\ 了 Y， 
则 {本 ,…, 了 mYmrl} 就 是 XX 的 一 个 可 测 分 割 . 
定义 设 f 是 在 可 测 集 Y 上 有 定义 的 正 数值 函数 , f 在 YY 上 
的 积分 定义 为 
用 fqp := sup{ ZW wwA( 芒 | 5 是 了 的 可 测 分 割 }， 
其 中 ou:=inf {f(x) 1xe7}. 或 等 价 地 ， 
b yan 
:=sup{ 区 "bip4(YN | {Xi…, 襄 } 是 X 的 一 个 可 测 分 割 }， 
其 中 ，bi:= inf{f CO)|x er 好) 
( 注 按 惯例 inf =0, sup =%,0:%=0,0'(-%)=0.) 
对 了 上 的 一般 的 函数 , 令 广 = max{f 0}, 广 二- min{f 0}, 则 
广 , 广 皆 为 正 数值 函数 且 太 = 广 -三 . 车/ 与 1 在 Y 上 的 积分 至 
少 有 一 个 取 有 限 值 ， 则 说 /在 了 Y 上 的 积分 存在 且 称 
b ap =b frap -b fap 
为 1 关于 测度 4 的 抽象 Lebesgue 积分 ， 或 简称 积分 . 
容易 看 到 ， 当 X = RY (N>1), 4 是 Lebesgue 测度 ,， f 是 
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Lebesgue 可 测 函 数 时 ， 上 述 积分 就 是 RY 上 的 通常 的 Lebesgue 积 
分 . 

注 2-5-1 (1) 由 上 述 积 分 定义 知 , 当 可 测 集 Y 上 的 函数 /在 了 
上 的 积分 有 意义 时 ， 可 看 成 是 在 子 测度 空间 (7, S jy, AD) 上 的 积 
分 ; 同时 ， 也 可 看 成 是 X 上 某 个 函数 的 积分 ， 事实 上 , 任 取 万 
上 的 一 个 函数 8 使 得 g|y=f, 则 g.1y 满 足 要 求 ( 如 前 所 述 , 1y 是 了 
上 的 特征 函数 ) ， 即 

上 g'lrdy = f dx. 

(2) 虽然 积分 的 定义 也 适用 于 非 可 测 函 数 ， 但 我 们 只 兴趣 那 
些 8 或 /可 测 函 数 的 积分 . 例如 ， 在 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 常 
考虑 Borel 函数 或 关于 一 个 Radon 测度 w 的 可 测 函 数 的 积分 . 

由 于 上 述 两 个 原因 , 下 面 都 考虑 在 一 个 测度 空间 上 关于 可 测 
函数 的 积分 . 如 未 加 声明 ， 下 面 的 测度 空间 都 是 (X, 8S, w)， 所 涉 
及 的 集 都 是 可 测 集 ， 函 数 都 是 可 测 函 数 ， 积 分 区 域 都 是 X， 昌 为 
记号 简单 ， 这 样 一 个 函数 /的 积分 都 简 记 作 和 rd. 

定理 2-$-2 设 太 8g 为 正 函数 ， 则 

(1) 当 /<g 时 ，jyrdaus fgdu 

(2) 对 任意 实数 4 [up)d=zjrdn . 

证 明 由 积分 定义 直接 推出 . 口 

定理 2-5-3 设 g:=Z" 414 >0 其 中 { 41…,4m} 为 的 一 
组 两 两 不 交 子 集 ， 则 

Jean=zo 1(4). (5.1) 
证 明 不 妨 设 { 41…, 4m } 为 天 的 一 个 分 割 ， 否 则 令 
4n+rl= 下 UP tn:=0, 
则 g= 互 所 加 4 ， 因 为 ts*tA(CdowsD) = 0， 不 改变 (5.1) 式 的 值 . 
由 于 inf {g(x) |x e 4} = 由 积分 的 定义 ， 


gay EAD 
再 设 { 马 1 =1,2,…, 是 对 的 任 一 组 分 割 ， 则 
Einf{ go) |x eX} pW 
= 二 Linf { gx)|x eX} pAiND) 
SE Zinf{ gx)|xe ANY} 4(AMN) 
= EE tA4N = Ep (4), 

从 而 fg du< 王 "tn(41) . 故 (5.1) 成 立 . 口 
定理 2-5-4 若 f20 目 {x|f0)>0}>0, 则 [fdu>0. 
证 明 ”与 通常 实 函数 的 相应 定理 一 样 ， 留 作 练习 . 口 
定理 2-5-5 ” 若 简单 函数 /> 0,g>0， 则 

Juradn=jyran+ jsedn. 
证 明 记 太 = Zal4 8g= 开 2 和 la， 这 里 人 422 省 ， 

{ Bk|k=1,2,…,m} 都 是 XX 的 可 测 分 割 , 于 是 

f+g= TT (+ hb 1a ， 
y+@dp= 7 Eg+ bd ANB 
=T EanANB) + YE Tr ben (4 NB 
=E’ a4(4) + En bp (BO) 
=Jfdu+ Jgdu. 口 
定理 2-5-6 设 /> 0 为 简单 函数 ，{ gi} 为 单调 增加 的 、 正 的 
简单 函数 列 且 lim;g, >h， 则 
lim ,eax 2 Jhady. (5.2) 
证 明 不 妨 设 0<j(X)<%, 否则 j(X)=0, 定理 自然 成 立 . 
设 { 41,…, 44} 是 式 的 一 个 可 测 分 割 使 得 


请 = all4 t+ arl4,, 0<a<a<…<ar<soo 


不 妨 设 h> 0， 从 而 a1> 0. 否则 ， 在 子 空 间 了 := uU', 4) 上 考虑 ， 
仍 有 同样 结论 .下面 分 几 种 情形 讨论 . 
1]) 先 设 4CO <wmw，ak<o. 对 任意 s> 0, 取 5> 0 使 得 
6< min{e/(24(%)), a }. 
对 每 个 自然 数 i， 令 
Bi= {x|gAx) > h(x)- 6}, 
则 B 可 测 。 因 lim ,g,>h， 故 X= Ux,Bi; 因 {8)} 为 单调 增 的 ， 
故 {8B} 为 单调 增 的 ， 据 定理 2-2-1 ， 有 
lim p(B) = 4, lim nu(X\B)=0. 
故 当 i 充分 大 时 ，aru(X\B)) < s/2， 同时 ， 
Jgdnz [gna, dy > Jn- Dla, dp 
=jnis du - 5)1s, dn. 
因 h=hls+thlosy<higi+arlx\a,» 故 
Jnadus fnis, du+aru(X\B, ) 
从 而 ， 当 i 充分 大 时 ， 
fanz ha -arp Ce\B) ~ 51(B) 
zjhndn -s/2-6u (0 
> fa du -上 . 
由 e>0 的 任意 性 知 (5.2) 成 立 . 
2) 当 ak 有 限 而 4C9O 无 限时 ， 显然 积分 | du> auwCO = o. 
对 0<5<a, 像 第 1) 段 那样 做 { B)}.、 则 对 x e B 有 
g(x) > h(x)- 62a1 -6 
从 而 
Jg dp2 Jg1s, dy> a- D p(B), 
因 { 8 为 单调 增 可 测 集 列 ， 故 
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lim; [gi du2 (a - 5) lim (B)= wo= hdy. 
3) 若 4(4D >0, at=m, 则 Jh dp>arp (4 =m. 对 任意 实数 
a> ar-i, 令 
ha:= ail4 +…+ apil4s t+ al4s, 
申 情形 1)、2) 得 
lim, fg dy 21 h, du > a py (An. 
因 a 可 以 任意 大 ， 故 证 得 (5.2). 
4) 当 aw=o 且 AD=0 时 , 令 
at-1<b<%w, hs:= al4， sb E aril4 i +bla, 和 
则 有 <h， 
fdp= fh dp= 3, a pA. 
据 1)、2) 段 的 结果 有 
lim; fg du> fn du= fhnan. 口 
定理 2-5-7 设 { 8 } 是 万 上 的 一 个 单调 增加 的 、 正 的 简单 函 
数列 ， 则 
lim, fg du= lim, g) dy. 
证 明 令 f=lim,g, 则 /可 测 ( 见 定理 2-4-9). 因 g,</， 
故 jg dus jfdu 对 每 个 自然 数 ; 成 立 , 从 而 
lim [gd ps fay. (5.3) 
下 证 反 向 不 等 式 . 对 任意 实数 c, 车 c< rdu ， 则 由 积分 的 定 
义 ， 存在 多 的 一 个 分 割 {XX …, 故 } 使 得 
c < inff 0) 1x eX%} p00)= fndp, 
其 中 六 = 二 olx ,9:=infff (1xe 加 }. 因为 hsf 据 上 一 定 
理 知 
c< fhdpslim fg dn. 


由 c 的 任意 性 推出 , (5.3) 的 反 向 不 等 式 成 立 . 口 
定理 2-5-8 设 />0,g>0, 则 Jfdn+ Jgdn=|y+g) dn. 
证 阴 ” 据 定理 2-4-10， 存在 单调 增加 的 、 可 测 的 、 正 的 简单 

函数 列 {有 }、{g@} 分 别 收 僵 于 fg， 于 是 {fi + 8 } 也 是 具有 同样 性 

质 的 函数 列 且 收 敛 于 f+ g. 由 定理 2-5-5 知 ， 

[G+g) d= dnt Jg dp, 
再 由 定理 2-5-7 得 
Jran+ Jg dp= im |f dp+ lim, fg, dp 
=lim [+g)du=|Y+8) dy. OO 
以 下 考虑 的 被 积 函数 都 假定 是 所 在 测度 空间 的 可 测 函数 ， 
定理 2-5-9 
(D 设 /20, 则 ffdy=0 当 有 仅 当 f=0 yrae 在 于 
人) 车 J dh 存在 且 有 限 , 则 px | Foo =+w)=0, 即 / 

在 Xjra.e 取 有 限 值 ; 

G) 车 [rdn 有 意义 ,f=g perae 在 所 则 Jgdu 有 意义 且 
an = fe dy. 
证 明 ” (1) 的 必要 性 由 定理 2-5-4 得 到 . 令 E= {x |f Gx)> 0}, 

则 由 0<f< wls ,ou(B)=0 及 单调 性 推出 充分 性 . 

(2) 令 f= max{f 0}), 广 二- min{f; 0}. 由 条 件 及 积分 的 定义 ， 
0<g Irap<w, 0< rdwn<u. 

又 令 

A={x|f()=%}, B={x|f(x)=-%}, 
由 积分 的 定义 得 到 ， 
> Jf'dp2 on (A) +inff (0) |x eX\ A KA), 
wo> |f dpz 0p (B) + inf(f -C0) |x eX\ BY (XB). 

故 LUC)=A(B)= 0. 
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(3) 令 EE={ x|f(Y) zg (x)}, 则 巨 为 可 测 集 上 且 (8)=0. 当 
J> 0,g>0 时 , 据 定 理 2-4-8 及 (1) 得 
Jrap=Jrisan+jJrunedns=jJyriedn 
和 Jg lvedn= jg lxedy+ Jg lsdp= Jgap. 
对 一 般 的 fg, 仍 分 广 , 广 ,gg 处 理 之 , 因为 f+=g' jy-ae 在 多 
三 =8 J-ae 在 X， 应 用 上 段 结果 得 到 ， 
Jan= dran -Jran=jedn -Jean=jedan OO 

定义 ”车 函数 / 使 得 rd 存在 且 有 限 , 则 称 f 为 ( 力 可 积 
函数 . 
由 积分 的 定义 知 ,了 可 积 的 充 要 条 件 是 |f| 可 积 , 或 等 价 地 ， 
三 与 广 同 时 可 积 . 

注 2-5-10 A) 定理 2-5-9 之 (3) 说 明 , 改变 一 个 可 测 函 数 在 一 
个 零 测 集 的 值 不 影响 它 的 积分 的 存在 性 ， 当 积分 存在 时 ,也 不 影 
响 积 分 值 , 又 由 该 定理 之 (2), 我 们 可 认为 一 个 可 积 函数 在 万 上 处 
处 取 有 限 值 . 

” B) 又 , 在 §2.4 已 说 过 , 对 J-a.e 在 XY 有 定义 的 5S 可 测 函 数 
可 通过 补充 定义 它 在 一 个 零 测 集 E 上 的 值 , 使 之 成 为 YX 上 的 可 
测 函数 斤 ， 于 是 由 (3) 得 

hap= J wedn= eraw 
因此 , 今后 把 fi 与 等 同 起 来 . 

C) 更 一 般 地 , 在 (X, 8 j) 上 的 可 积 函 数 全 体 中 , 规定 等 价 
关系 ”~ 为:f~g 心 f=g -ae 在读 把 等 价 类 全 体 ( 即 商 空间 ) 
记 作 Li:= Li (X, 5, 内. 下 一 定理 告诉 我 们 , Li 是 一 个 实 线性 空 
间 , 4 是 Li 上 的 正 线 性 泛 函 . 

定理 2-5-11 若 /, g 是 可 积 函 数 , 则 对 任意 实数 a, 及 线性 
组 合 af+ Bg 也 是 可 积 的 且 
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[arrpadu=ajrdnrpjstw 
证 明 可 由 定理 2-5-2, 2-5-8 及 积分 的 定义 推出 . 口 


2.，Lebesgue 收敛 定理 与 Fatou 引 理 


下 面 介绍 几 个 重要 的 积分 与 极限 交换 的 定理 . 记号 与 约定 
如 附注 2-5-1 及 2-5-10. 
定理 2-5-12 (Lebesgue 定理 ) 设 { 夏 } 是 一 列 正 的 可 测 函数 ， 
则 
J d= Ee fdr. 
证 明 令 f/ = 二. 显然 ,对 任意 自然 数 由 积分 的 单调 
性 及 定理 2-5-8， 有 
Nanz [5 fan=E. fap, 
从 而 
Jfanz Er, fap. 
下 证 反 向 不 等 式 . 对 每 个 自然 数 i, 令 { g/ }， 为 单调 增加 收敛 
于 所 的 、 正 的 简单 函数 列 . 对 自然 数 m , 令 un:= Z”,g”， 于 是 
{um} 是 单调 增加 的 简单 函数 列 . 若 自 然 数 n< m, 则 
Zr gr sums Tnfisf, (5.4) 
固定 六 令 mw%, 得 
Es limn un <f, 
再 令 zc, 得 limw un =f、， 再 据 定理 2-5-7 及 (5.4) 得 
fap= lims un dp < limn fF", fd 
=lims(Z2 [fdp)=5e, fan. 口 
定理 2-5-13 (Levi 定理 ) 设 { 内 是 单调 增 的 函数 列 且 有 某 个 
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自然 数 i 使 得 |f7 du4<%, 则 
tim [fidu= {im,f) dp. (5.5) 
证 明 不 妨 设 /du < m. 若 有 某 个 ,使 得 jf dy = m, 则 
(5.5) 自 然 成 立 . 下 设 每 个 |/ du < oo. 由 单调 性 知 每 个 可 积 . 
由 附注 2-5-10, 可 设 每 个 f , 仅 取 有 限 值 . 令 g;= fi1 -fi, 二 1,2,…， 
则 { gj} 是正 的 函数 列 且 
limf= lim(fh+ Ze) =f+ Teg. 
由 定理 2-5-11 及 2-5-12 得 
fimpydn= J dp+ 32, (du 由 
=lim ffdu， 口 
定理 2-5-14 (Fatou 引 理 ) 设 { 有} 为 正 的 函数 列 , 则 
Nlim inf fid p< lim inf, Jfadx. 
(或 记 为 : Jim ,fd p<lim, ffdp). 
证 明 由 下 极限 的 定义 及 上 一 定理 直接 推出 . 口 
下 面 是 最 重要 的 收敛 定理 
定理 2-$-15 (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 {有 i} 是 一 列 4A-ae 
在 发 有 定义 的 可 测 函 数 ， 又 存在 一 个 可 积 函数 g > 0 使 得 对 每 个 
自然 数 i, 有 
[£00) 1 gx) HH-ae 在 蕊 
则 有 
CD Jiminfj)dusliminf rdu， 
O) jlim supfydu>lim sup, [fd 
(3) 若 limf(x)=f(x) A-ae 在 艺 , 则 7 太 可 积 且 
lim fidp= Jrdu 
证 明 由 控制 函数 g 可 积 知 每 个 可 积 . 由 附注 2-5-10 ,可 
设 g 与 每 个 有 只 取 有 限 值 . 于 是 {g + 月 是 正 的 函数 列 , 由 Fatou 
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引 理 ， 
[gaunt faiminff) du= (lim inf,(g +/)) dy 

< liminf f(g +f)d4= [gdp+ liminf, [fdy. 
这 就 证 明了 结论 (1). 用 {s -月 代替 {s+ 内 ,并 注意 到 上 , 下 极 
限 之 间 的 关系 就 证 得 (2). 

当 limsf (x) = /90, 4-ae 在 XX 时 , 同样 由 控制 函数 g 可 积 推 

出 了 可 积 (了 的 可 测 性 见 定理 2-4-9). 由 (1)、(2) 得 

lim inf, [fd 2 Nimf dn= Jf dz lim sup, [fdy, 
故 lim,jfdx 存在 且 有 (3) 成 立 . 口 


3， 不 定 积分 与 绝对 连续 性 


仍 采 用 前 两 段 的 记号 与 约定 , (X 5, 力 是 测度 空间 . 
定义 设 太 是 可 积 函数 , 对 每 个 可 测 集 6, 令 
v 加 =】 jlsdp= 上 Jan 
则 定义 了 S 上 的 一 个 ( 集 ) 函 数 , 称 为 广 的 不 定 积分 ， 通 常 记 
v:=f4, 称 了 为 v 关于 /的 密度 . 
定理 2-5-16 上 述 不 定 积分 * 是 S 上 的 带 号 ( 即 广 义 ) 测度 . 
证 明 因 / 可 积 ,| /| du< wm， 显然 只 须 证 “具有 可 数 可 
加 性 . 设 {4)} 是 一 列 两 两 不 交 的 可 测 集 , 其 并 集 记 作 4. 令 
gt= Tfla,, 
则 lgtlsl/l 且 
limk gx(x) =f (x) 14(x), XEeX. 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 
v4)= hfdp= |f ladp= | (imegydy 
=lim [gdp= im 5%, ff14, dy 
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= h, fay= Ev 
定义 、 设 力 人 5 是 可 测 空间 (X, 5) 上 的 两 个 带 号 测度 . 若 对 任 
意 s> 0, 存在 5> 0， 使 得 对 任何 可 测 集 E， 当 |CI(8) <6 时 , 恒 
有 ly 加 <e ， 则 称 测度 关于 “为 绝对 连续 的 . 
定理 2-5-17 不 定 积分 v=w 关于 测度 4 是 绝对 连续 的 . 
证 明 对 任意 自然 数 令 
Al， Hol<k 
2 其 它 情况 ， 
则 { gi } 为 正 的 可 测 函 数列 用 单调 增加 收敛 于 | f |. 由 控制 收敛 
定理 ， 
lmtjgdu= Jim gdp= ffidu. 
选 充 分 大 的 使 得 (|- gy dy < 二 . 取 5 ;=e/ (2, 则 对 任何 
EeS, 当 J(E) < 6 时 ,有 
Ji gedu< fetdp= ky (8) < 3 
从 而 
lv = kilen= bf-gdd+ grdu < +E =6. 
其 中 我 们 用 到 这 样 的 事实 : 4:={ x | 了 (x) > 0}, B8:={ x|f(x) < 0} 分 
别 是 关于 v= 7w 的 正定 集 和 负 定 集 , 且 {4, 8} 为 一 个 Hahn 分 解 ; 
对 于 Jordan 分 解 v =v*-v 有 : 
vi(B) =v (ENA= Ju fan= ke f+ dp, 
vi(B) =—v (ENB)=- le fdy= fdy. 
故 


[IBD= D+v B= E+ ) d= blar. 
(有关 Hahn 与 Jordan 分 解 , 请 参见 § 2.1 之 第 3 段 . ) 口 
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4， 带 号 测度 的 积分 及 Radon-Nikodym 导数 


定义 “ 设 (X S, v) 为 带 号 测度 空间 ，/ 是 可 测 集 上 的 可 测 
函数 , 若 f 在 E 上 关于 |v|= vi+ vy 可 积 ， 则 称 f 在 E 上 关于 v 
可 积 , 且 其 积分 为 
上 dv:= 上 fav fav-. 
由 定义 知 , 关于 带 号 测度 的 积分 可 化 成 关于 测度 的 积分 来 处 
理 , 因此 就 具有 与 关于 测度 的 积分 完全 类 似 的 性 质 . 下 面 仅 列举 
几 个 定理 为 例 说 明之 . 
定理 2-5-18 在 带 号 测度 空间 (X, S, 中 ， 
(a) 对 巨 上 的 可 积 函 数 / 有 
上 rdvls 人 xldlvl 
(b) 设 { Ej} 是 一 列 两 两 不 交 的 可 测 集 , 则 三 在 E:=Us,E 上 可 
积 的 充 要 条 件 是 :(1) 在 每 个 上 可 积 且 (2) Z 此, |f1 dlv| < 
当 / 在 E 可 积 时 有 , %, ,fdv= 此 fdv. 
(0) (控制 收敛 定理 ) 设 { } 是 上 一 列 可 积 函 数 ,关于 |v| 几 
乎 处 处 收 全 于 /而 且 存在 正 的 可 积 函 数 g 使 得 
fo0lssgo lvl-ae 在 Ei=1,2,… 
则 /在 E 可 积 且 
limJe fdv= Je (limf)dv. 


上 一 定理 的 性 质 (2) 说 明 , 当 f 在 为 v 可 积 时 ， 关 系 式 
7 加 := 上 fav 
定义 了 S 上 的 一 个 带 号 测度 思 也 叫做 不 定 积分 , 同样 可 证 , 7 关 
于 v 是 绝对 连续 的 . 若 v 是 (X, 5S) 上 o 有 限 的 , 则 7 也 是 c 有 限 的 . 
反之 , 我 们 有 这 样 的 定理 
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定理 2-5-19 (Radon-Nikodym) 设 6, 7 是 可 测 空间 (和 S) 上 
的 两 个 (全 )G 有 限 的 带 号 测度 ,7 关于 是 绝对 连续 的 ， 则 必 存 
在 (% 5S) 上 的 、 实 的 可 测 函 数 /， 使 得 对 任何 可 测 集 E, 有 

n= fd 

这 里 的 /是 唯一 确定 的 (至 多 可 能 在 一 个 5 零 测 集 上 的 值 有 差别 ). 
了 称 为 关于 6 的 Radon-Nikodym 导数 ， 也 常 写 作 ] = /Fe , 其 
中 f:= dnldét. 口 

定理 2-5-20 设 6, 7 是 可 测 空间 (XS) 上 的 两 个 c 有限 带 
号 测度 ,关于 5 为 绝对 连续 ，g 为 可 测 集 E 上 的 可 测 函 数 ， 那 
么 , g 在 E 关 于 7 可 积 的 充 要 条 件 是 fg 在 E 上 关于 6 可 积 , 其 中 
f= dn /de . 当 可 积 时 , 有 

kgan= lfgds 口 
这 两 个 定理 的 证 明 略 去 有 兴趣 的 读者 可 参见 Halmos[23]. 


$2.6 广义 Riesz 表示 定理 


本 节 进 一 步 研究 Radon 测度 的 性 质 , 导 出 被 认为 本 世纪 分 析 
史上 最 大 贡献 之 一 的 Riesz 定理 的 推广 形式 . 

以 下 均 设 无 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,1 是 KCDO 上 的 正 线 
性 泛 函 , 按 $ 2.3 的 记号 , 【表示 由 1 引出 的 上 积分 , 和 := 入 是 由 
1 导出 的 2 上 的 外 测度 ， 它 限制 在 上 、( 入 可 测 集 全 体 ) 上 是 一 
个 完备 的 测度 ( 参见 § 2.3 ) . 


1. 了 的 积分 表示 


定理 2-6-1 设 EE 是 一 个 6 有限 的 和 可 测 集 (“oc 有 限 ” 的 定 
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义 见 8$2.1) ， 则 
A(B)= sup{ XC)1C 为 已 的 紧 子 集 }. (6.1) 
证 明 (1) 先 设 MB < w ， 据 定理 2-3-13， 对 任意 e> 0， 
存在 开 集 U 使 得 EcU 且 和 A(U) < 和 (+g /4. 因为 
A = XE) + MU DE), 
故 和 (U1E)<& /4, 又 , 据 定 理 2-3-14,U 有 紧 子 集 KK 使 得 A(U\ 久 ) 
<& /2. 同时 由 定理 2-3-13, 有 开 集 到 使 得 U\Ec Wc UE 有 A(W) 
<e/2. 集 C:=K\V 是 紧 的 且 
C=K\WECCNA\IODUEcUNIA\VDUA=E, 
AE\C) < AMENWAX\K))] 
<AMENW + ME \K) 
SMW)+MUK=e/2+6/2=6. 
MO=ME) -ME\C)> ME)-e, 
由 ce 的 任意 性 知 (6.1) 成 立 . 
(2) 再 设 和 (B) = % ， 设 { 古 } 是 一 列 具 有 有 限 测度 的 入 可 测 
集 , 其 并 集 包含 了 E. 令 :=EN (J 局 ) ,ke N. 因 到 为 可 测 
且 
和 (ED <%, EcEmn 有 E=Ur,E, 
据 测 度 的 性 质 ( 定理 2-1-1 ) ， 
= MAE) = limk MAE). 
据 (1) 的 结果 ， 对 每 个 自然 数 选 一 紧 集 Ci 使 得 Cic Ei 且 
和 (CD> AXED /2, 显然 
lim# (CD = lim¢ MER) = o= 和 (CD .OD 
定理 2-6-2 设 4,8 是 两 个 不 相交 的 和 可 测 集 ,s, + 为 正 实数 ， 
则 
TG 14+118)=s1(1) +71(1s) (6.2) 
证 明 因 I1 具 有 下 半 可 加 性 (定理 2-3-8 ) ， 只 须 证 明 
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TG 14+118)>sT(14) +t1'(1s) (6.3) 
若 s, 1 中 有 一 个 为 0 或 \ (4) 和 和 (8) 中 有 一 个 取 值 为 0 或 w, 则 (6.2) 
已 成 立 . 因此 下 设 s, :>0,，0<X4)<%，0<XMB)<%. 
先 证 4、B 为 紧 集 的 情况 , 据 Urysohn 引 理 ,存在 fe K'(X) 
使 得 f(4)= {0},f(8)= {1},f00 = [0, 1]. 于 是 
Ui={x|fG)<1/3} 和 Uz:={x|f(x)>2/3} 
是 不 相交 的 开 集 且 Ui 二 4, U; 二 8， 据 定理 1-2-8， 存 在 两 个 相对 
紧 开 集 U、V 使 得 4cUcUcU， BcVcycW. 显然 
UNV=@ HO<MD<MU)<%,0<AD <AMF) < ow, 
因而 
Ts 14+11g) <sT() +1T(1g)=s MA) + 1MB) < oo. 
对 任意 s> 0, 据 I 的 定义 ,存在 ge 使 得 g>s 14+t1s 且 
1(g)-e/3<I(s 14+t1g) (6.4) 
取 65>0 使 得 
6<min{(3 MTU) a ,3XD) ,s,t} 
因 在 4 上 g>s, 由 8 的 下 半 连 续 性 知 ， 存在 开 集 G 使 得 4cG 
CU 且 g>s-6 在 G 上 成 立 ; 类 似 地 ， 存 在 开 集 DD 使 得 BcD 
CV 且 g>1- 6 在 DD 成 立 . 从 而 有 
g2(s-6)l6+(t- 6)1p 
进一步 ， 
I(g)>1((s- 6)1l6+(t- 6)1p) 
=(s- 6) (lo)+(t- 6) I(1p) 
=(s- 6)MG)+(t- 5) MD) 
>s MA)+1 XB)- SAG) + MD)) 
2sAA)+IMB) -6MV)+ MV)) 
>s AA) +1MB)- 221/3 (6.5) 
联合 (6.4), (6.5) 得 
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sT(1)+1T(ls)-e<I(g)-e/3<I(sl4+ tlg) 
由 s 的 任意 性 知 (6.3), 从 而 (6.2) 成 立 . 

再 证 一 般 情 形 ， 即 4、B 篆 具 有 严格 正 的 测度 朋 不 相交 . 对 
任意 E> 0， 据 定理 2-6-1， 可 选 得 紧 集 E、F 使 得 Ec 4， 
FCBE SAE)>s MA)- se/2, {AMF)>1AB)- 2/2. 

于 是 ， 利 用 第 一 段 的 结果 得 

TGHAHINJ>TGHE+HD=sXD+LNCD 
>sXC)+LIN(B)-e 
=sT(12) +11(1s)-e. 
再 次 由 口 的 任意 性 推出 (6.2) 式 . 

定理 2-6-3 ( 广义 Riesz 表示 定理 ) ”对 X 上 每 个 正 的 入 可 

测 函 数 广 有 


TD= 了 ra (6.6) 
证 明 ” 据 定 理 2-4-10， 可 找 一 列 单调 增加 收敛 于 /的 和 可 测 
的 简单 函数 列 { gi }， 每 个 g 取 有 限 值 ， 即 可 表 为 
Bk= > 在 ls, 了 
其 中 { 1,…, E} 是 的 一 个 可 测 分 割 , 于 是 ， 据 定理 2-6-2 及 定 
理 2-5-3 得 ， 
Te)=E%uNds,)= gdh, 人 =12… 
又 由 定理 2-3-9，limkT (gb =1(f); 另 一 方面 ， 由 定理 2-5-7， 
2mk fge A= jfe%, 
就 得 到 (6.6) 式 . 口 
注 今后 把 上 积分 1Y) 记 作 上 /dX. 那么 ， 上 一 个 定理 说 
明 ， 对 每 个 正 的 入 可 测 函 数 / 有 ， 


rdx=jrax 
上 面 这 个 定理 就 是 下 一 著名 的 定理 的 推广 . 
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定理 2-6-4 ( Riesz 表示 定理 ) 对 KCO 上 任 一 正 线性 泛 函 
1， 存 在 一 个 测度 空间 (CX, ,和 ), 其 中 肪 = BC0， 使 得 
1(D=)/a, v fe KO). 
证 明 由 上 一 定理 ， 对 fe K'00, 有 1(f)= ra = MO < 
而 1 与 入 都 是 KCO 上 的 线性 泛 函 , 故 对 所 有 的 fe K(X) 都 有 
1(f)= /ax 


成 立 


为 了 说 明 广 义 Riesz 表示 定理 中 ， 所 对 应 的 测度 和 的 唯一 
性 ， 现 引入 下 面 概念 : 

定义 设 J 是 的 一 个 代数 5S 上 的 测度 ,S$ 二 B(X)， 当 满足 
下 面 三 条 件 时 称 /为 正则 的 ， 

(1) 外 正则 性 :对 每 个 Ee 5s， 

AA(E)=inf {p(U)1U 为 包含 EE 的 开 集 }; 

(2) 内 正则 性 ， 对 每 个 开 集 U 

A(U)=sup {4(B)|E 为 U 的 紧 子 集 }; 

(3) 对 每 个 紧 集 C，HA(C) < %. 

从 定理 2-3-13，2-3-14，2-3-15 得 知 ， 由 K(X) 上 的 正 线 性 泛 
函 1 引出 的 测度 入 := 为 是 正则 的 、 完 备 的 . 

注 2-6-5 有 的 文献 ， 例 如 [8]， 把 满足 条 件 3 的 测度 称 为 
Borel 测度 ， 而 在 定义 正则 性 时 ， 只 要 求 同 时 具有 内 与 外 正则 性 
而 已 . 

类 似 于 定理 2-6-1， 可 以 证 明 

定理 2-6-6 设 /为 可 测 空间 (X, 5) 上 的 正则 测度 , 则 对 任 
意 关于 J 为 c 有 限 的 可 测 集 4 有 下 式 成 立 : 

A(4)=sup{ 4(B)IE 为 4 的 紧 子 集 }， 口 

定理 2-6-7 设 4、v 分 别 为 可 测 空间 (X, 51) 与 (%, S) 上 

的 正则 测度 且 对 任意 fe K'CO, 有 
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Jran= Jrav， 
则 对 所 有 Ee SS p(B)=v(E) 成 立 . 
证 明 对 任意 非 空 紧 集 C， 由 于 4，yv 正 则 ， 故 可 找 两 列 单 
调 减 的 开 集 {Ui}，{ 克 使 得 每 个 U,V 都 包含 了 C 且 4 (U1) <o， 
v(W) < op KO, VT) Fv(O. 令 Wi= UMNT, 则 {Wi} 
也 是 单调 减 的 开 集 列 ， 每 个 友 都 包含 了 C 上 且 (Wi) 一 A(C)， 
VW) 地 V(O). 记 丈 := 丽 . 显然 jy(W\O)=0,v(W\O)=0. 
又 据 Uryshon 定理 ， 对 任意 自然 数 i， 存 在 fe K (CO 使 得 
OO={)}, fAX\W)= {0}. 
令 gi= min{fi,…, 用 ， 则 每 个 g 具 有 /的 上 述 性 质 且 { g;} 为 单调 
减 的 , 于 是 lim,g;= 1c 在 X\(WV\C) 成 立 , 即 { gj} 是 4 几乎 处 处 
收敛 于 1c. 由 于 
[gdus pum) snU) < fgdv gv(W) sv(W) <o, 
据 Lebesgue 收敛 定理 得 
(OO= ficdn=lim [gdu= lim fgdv= ficdv= v(C). 
这 就 说 明了 , 对 任何 紧 集 C 都 有 yu(C)= (OC). 再 由 内 正则 性 推 
出 ， 对 任何 开 集 以 
A(D=sup{fw(O1C 为 U 的 紧 子 集 } 
=supfv(C1C 为 U 的 紧 子 集 } = v(U). 
进一步 ， 对 任意 Ee $1 站 $,， 由 外 正则 性 ， 
A(E)= inf{fy(U)1U 为 包含 E 的 开 集 } 
=inf{v(U)|1U 为 包含 E 的 开 集 } = v( 辐 . 口 
推论 2-6-8 设 4 为 可 测 空间 (X, S) 上 的 正则 测度 ,入 是 
KCO 上 的 正 线性 泛 函 导出 的 了 上 的 Radon 测度 . 若 对 每 个 f e 
K'CO,， 有 
Jan= Jrax， 
则 yy 与 入 在 800 的 限制 相等 . 口 
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这 说 明 KCD 上 的 一 个 正 线性 泛 函 所 导出 的 Radon 测度 当 限 
制 在 Borel 代数 BCO 上 时 是 唯一 的 . 还 可 以 得 到 更 进一步 的 唯一 
性 定理 ， 下 面 叙 而 不 证 

定理 2-6-9 设 /为 可 测 空间 (X% .9 上 的 完备 的 正则 测度 ,其 
中 8 满足 : Ee 8 当月 仅 当 对 于 每 个 紧 集 C， 下 CeS. 定义 
KCO 一 个 正 线性 泛 函 1 如 下 : 1(f)= 人 rd 那么 1 引出 的 测度 
4 满足 :4 可 测 集 全 体 z、=S 且 对 任意 Ee S 有 (BE)= MAB). 口 


2 函数 凸 锥 上 的 泛 函 之 测度 表示 


Riesz 定理 还 有 多 种 推广 形式 ， 现 代位 势 论 常 考虑 从 定义 在 
某 个 函数 凸 锥 上 的 .具有 可 加 性 与 正 齐 性 的 泛 函 出 发 来 确定 测度 . 
下 面 命题 在 第 八 、 九 章 常用 . 

定理 2-6-10 设 7 是 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间, S 是 由 了 
上 的 某 些 连 续 的 、 正 实 值 函数 组 成 的 凸 锥 且 满 足下 面条 件 : 

对 K(7) ( 即 了 上 具 紧 支柱 的 连续 函数 全 体 ) 中 的 每 个 函数 大 
对 任意 正 实数 < 及 了 的 支柱 的 任 一 邻 域 内 都 存在 g,he 3 使 
得 g- 户 的 支柱 包含 在 和 中 是 |f-(g-<s. 

又 设 是 定义 在 3 上 的 、 取 正 实 值 的 函数 ( 泛 函 ) 且 满足 下 
面 四 个 条 件 : 

a)g,he3—> Hb(s+h)=H(g)+q(h); 

b) ge 3,a e [0,%)= b(0 8)= a (8); 

Oghes,gsh = H(e) sh); 

d) 对 任意 gs 3, 设 

Ss ={fe 3| 集 {ye7|f(y)<g0)} 是 相对 紧 集 }， 

则 inf{ $0) 1fe 3e}=0. 

那么 在 7Y 上 存在 唯一 的 测度 使 得 
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9G@=jsgd ， (6.7) 

对 每 个 ge 3 成 立 . 

证 明 ”唯一 性 由 3 本 身 的 定义 可 推出 . 下 面 证 明 存在 性 . 

首先 ， 在 线性 子 空间 

KD:= KD MNF-I)={e -he KY lg,he 3} 
上 定义 一 个 泛 函 gp : 
8-Hh? 中 (8) -yg(h). 
由 条 件 a)、b) 知 g 是 线性 的 ; 由 条 件 c) 知 g 是 正 泛 函 . 据 关 于 3 的 
假定 ，K'(7Y) 在 K(D 中 依 上 确 界 范 数 处 处 稠密 , 故 g 可 连续 延 拓 
成 K(7) 上 的 正 线 性 泛 函 , 据 Riesz 表示 定理 (定理 2-6-4), 了 上 对 
应 着 唯一 的 测度 使 得 
p= Jude 

对 任何 ue K(7) 成 立 . 

下 面 再 证 (6.7) 成 立 . 任意 取 定 一 个 ge 3， 考 虑 满足 s<g 的 
一 个 se K(7), 选取 一 个 goe 3 使 得 go 在 s 的 支柱 上 取 值 大 于 1. 
那么 ， 由 3 的 定义 可 推出 ， 对 任意 实数 s > 0 , 在 KI(D 中 存在 
一 列 { 所} 使 得 

(9)=lim op() 有 fsg+ego 
对 每 个 自然 数 n 成 立 . 于 是 
6(s) < 9 (8)+ 9 (80). 
由 < 与 8 的 任意 性 推出 lg dé < 9 (8). 

反之 , 对 ge 3, 设 fe Se. 因为 w=supfg-f0}e KD 是 

8g-f<usg, 可 推出 
b@-H sow= Jud < Jed 
从 而 9 (8) <9D+jg dt， 由 条 件 d) 推出 p (8)<jgdt， 口 . 

下 面 设 尺 是 蕊 上 的 一 个 函数 锥 ( 见 $ 1.3) 且 满足 下 稳定 性 ， 

即 对 任意 /8 e W 其 下 确 界 函 数 inf {f, g}e W 我 们 要 考虑 WW 上 
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的 正 线性 泛 函 的 测度 表示 ， 为 此 ， 先 引入 两 个 逼近 性 质 . 

引 理 2-6-11 设 qew 月 gq>0. 那么 ,对 任意 fe KCOD 及 任 
意 实数 ce> 0, 存在 s,t e Ww 使 得 

0gs-t<f/<s-t+eg. 

证 明 设 peW 且 p>0 使 得 ge olp) 目 p<gq 在 SY) 上 成 
立 . 令 

V={s /pls ewW', 存在 一 个 实数 w>0 使 得 s < a 9g}， 
那么 Y 是 一 个 下 稳定 的 、 线 性 分 离 的 凸 锥 ， 它 包含 于 C0*(X). 据 
推广 的 Stone-Weierstrass 表 近 定理 知 ， 在 CoC0 中 相对 于 一 致 收 
敛 拓扑 ,Y ~-V 是 稠密 的 . 

设 fe KCO9 上 且 a>0, 因为 f/pe K'(X)， 故 存在 s,s'eEw! 


使 得 
EK- 于 2 
p Pp 2° 
即 s-s'-(e/2)psfss-s'+(e/2)p. 人 St:=inf{s, s '+(e/2)p}. 
那么 , tr ew ' 且 
Og<s-t<fss-t+ep. 
因为 在 SY) 上 有 p<g 成 立 ， 所 以 得 到 f<s-t+eg. 口 
推论 2-6-12 设 fe CCOD 且 存在 we W 使 得 |f|<w;pew' 
满足 p>0 且 fe o(p). 那么 对 每 个 > 0， 存在 s,t e Ww'* 使 得 
Oss-tsfss-tt+tep. 
证 明 对 任意 e>0, 有 w=(f-(s/2)p)”e K'00, 因此 存 
在 s,teW' 使 得 


0zgs-t<suss-t+ep/2. 
从 而 s,t e w 使 得 
0ss-t<sf/<s-ttep. 口 
定理 2-6-13 (Choquet G) 设 $ 是 W 上 的 一 个 可 加 的 、 正 齐 
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次 的 、 增 加 的 正 线 性 泛 函 . 那么 ， XY 上 存在 唯一 的 测度 ， 使 得 
$= fan 
对 每 个 fe W 成 立 . 
证 明 可 延 拓 为 W -和 上 的 正 线性 泛 函 . 不 妨 仍 记 之 为 
中 ， 据 定理 2-6-11， 对 每 个 fe KCO， 今 
Ef) =sup{ HD ew -Ww,1<f} 
=inf{ (DItew—w',t> 放 . 
因此 定义 了 K'CD 上 的 一 个 正 线性 泛 函 , 即 六 上 的 一 个 测度 4. 
设 s ew', 那么 
fsan=suptJfdulfe K'00,f ss} 


= sup{ E/) |f e K'O0,f < s} < $s) . 
要 证 反 向 不 等 式 , 可 选取 te w' 使 得 s/te Co*(X). 设 a>0, 那 


么 f:=(s-et) e K(X) 使 得 s -et<f<s ,那么 
$0) -eh) = 4- ed) se = aus Js dp. 
从 而 hCG) = js dp. 
若 seW ， 可 选择 1e W + 使 得 s+t>0， 于 是 
G9) + HO = 05+0)= [+o du= fs du+ fray, 
故 得 到 (5) = js du ， 
由 定理 2-6-11 知 ， 测 度 是 唯一 确定 的 . 口 
引 理 2-6-14 设 扰 是 一 个 紧 空 间 ，2?F 是 由 无 上 的 一 些 下 有 
界 、 下 半 连 续 的 函数 组 成 的 凸 集 , 使 得 对 每 个 we MW', 存在 fe F 
满足 wCF)>0. 那么 ?中 存在 一 个 在 万 上 取 严 格 正 的 函数 . 
证 了 明 令 
Gi={g € C0) 13age [0,%) 且 3feF 使 得 g < af}; 
:={g e CA 1g>0}. 
那么 ，g 与 % 都 是 凸 锥 ， 且 关于 COO 上 的 一 致 收敛 拓扑 ，% 
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是 一 个 开 集 . 那么 ， 在 引 理 的 条 件 下 ,利用 凸 集 隔 离 定理 ( 见 通 
常 泛 函 教材 ) 容易 推出 ， 这 两 个 凸 集 之 交 非 空 . 口 


§ 2.7 Fubini 定理 


本 节 推 出 关于 抽象 积分 的 Fubini 定理 , 它 比 通常 实 变 函 数论 
教材 中 的 同名 定理 远 为 一 般 ， 这 种 推广 属于 厉 则 治 ( 见 [34] ) . 

以 下 设 (攻取 4) 与 (7, 钨 v) 是 两 个 测度 空间 . 

引 理 2-7-1 记 P:={AxBlAeABe 多 }， 那 么 

(1) P 是 XxY 上 的 一 个 半 环 ， 即 P 关 于 有 限 交 封闭 且 P 中 
任意 两 个 元 素 之 差 可 表示 为 P 中 有 限 个 两 两 不 交 的 元 素 之 并 ; 

(2) 设 E 为 XxY 上 的 包含 P 的 最 小 环 ( 称 为 半 环 P 张 成 的 
环 ) , 则 EE 中 任意 元 素 C 有 初等 分 解 ， 即 存在 有 限 个 两 两 不 交 
的 集 C1,C2,…,Cie 已 使 得 C= 4 C'. 

(3) 将 P 张 成 的 o 环 记 作 AxB， 它 也 是 EE 张 成 的 6 环 . 

证 明 (1) 设 41xBi,42xB,eP, 则 

(A1 x Bi) MN(A2 x B2)= (41m A2) x (BiN B,) ep, 
这 因为 41 4; e A，Bi" Be 多 下面 把 一 个 集 E 关 于 它 所 在 的 
空间 的 余 集 记 作 ,注意 到 41\ 41 e A，Bi\ B, e BB， 得 到 
(A1x BI)\ (4A2xB)= (41xB)N (42 x B): 
= (A1x Bi)N[(A7 x By) VY (42x By) (Az x By)] 
= [(A1\ A2) x (B1MB2)] WIA1M A2) x (BI\ B2)] J[(A\ A2) x (B1\ B2)). 

上 面 最 后 一 式 中 三 个 方 括号 中 的 集 都 在 P 中 且 两 两 不 交 , 故 结论 
(I) 成 立 . 

(2) 设 Pl 为 由 P 中 有 限 个 两 两 不 交 的 元 素 的 并 全 体 组 成 的 
集 族 . 显然 Pi c E. 因为 Pc Pi, 只 要 证 Pi 是 一 个 环 , 便 有 P= EE. 


84 


为 此 , 设 S Te Pi, 那么 中 有 两 两 不 交 的 元 素 组 {71,72,…,7%} 
及 {51,52…,Sm} 使 得 T= rT,S=uU"S. 于 是 ， 

a) 当 SAT= 名 ,显然 SUT=(U!T)U(U”,S) eP. 

b) 一 般 地 ,TS= (JT)N (U5) 

=U UN (TNS) epP, 

这 因为 {Ti 51i=1,2,…,k,j = 1,2,…,m} 是 了 中 两 两 不 交 的 元 素 
组 . 

OT\S=(U TI\ (U.S) 

= NDS ), 

由 于 (1) 的 证 明知 ，Ti\ 5 可 以 表示 成 P 中 两 有 限 个 两 不 交 的 元 素 
的 并 ， 利 用 b) 及 归纳 法 知 7 (CT\S ) e Pi, 于 是 T\S epP. 

由 (a) 及 (c) 推 出 P) 是 环 . 

(3) 显 然 . 口 

以 下 设 E、P、P， 为 上 一 定理 中 所 表示 的 集 族 . 

定义 对 FcXxY xeXX 称 Y 的 子 集 F=fy|(x,y) e F} 
为 F 在 x 的 截 口 : 对 ye 了, 称 天 的 子 集 F2= {x!(x,y)e 中 为 
在 y 的 截 口 . 

例 ” 当 F=A4xB8B， 其 中 4 cX Bc 对 取 定 的 ze 万 

(4xB).=F.=B, xeA; (4xB).=F.=@, 当 xeX\A. 

特 当 A e A， Be 多时，v(F)=v(B)14x). 

容易 验证 ， 对 取 定 的 x e 多 车 x 了 的 子 集 古 , F 和 Xx 了 的 
子 集 族 { 1j e 0}, 满足 : 

(DOA PF2):= (FI):\ (FD)s; 

(2) (Veo PF) = Veo (PFs; 

G) (Neo 甩 ): = eo (Px; 特别 ,车 一 族 集 的 交 是 空 集 时 , 它 
们 的 截 口 的 交 也 是 空 集 . 
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定理 2-7-2 设 户 e E， 它 有 初等 分 解 F=Ui,AixBi. 令 
n(F):= Tt (A)v(B) 
=5., [v4ix B)] dp (0) 
= [4ix BD dvO). 
则 7 定义 了 E 上 的 一 个 测度 . 
据 定理 2-2-9，7 可 以 延 拓 成 一 个 包含 4xB 的 o 代 数 Et 上 
的 完备 测度 ， 通 常 记 之 为 ux v, 或 仍然 记 作 7. 
证 明 不 难看 出 ，7 (站 由 严 唯 一 确定 ， 与 的 初等 分 解 的 
不 同形 式 无 关 . 显然 7( 和 > 0 且 7(C) = 0. 下 证 7 满足 可 数 
可 加 性 . 设 {} 是 E 中 一 个 两 两 不 交 的 集 列 且 = UFie E, 它 
们 的 初等 分 解 分 别 为 : F= U4ix Bi, = 和 4x Bi. 则 
E77 (F)= ET (A) v(B) (7.1) 
=5°, 7% | vx Bd (x) 
= fv(y vgx Bd () 
= vs, Aix Bl)dp Ce) 
= [v(x Bdp Ce) 
=n(F). 口 
如 在 $ 2.2 末尾 所 述 ，P。 表示 P 中 元 素 的 可 数 并 全 体 ，P。s 
表示 P。 中 元 素 的 可 数 交 全 体 . 
定理 2-7-3 车 下 e Pos 且 7 (F) < %o， 则 对 每 个 x e X, FF 的 
截 口 Fe Bx 的 函数 v(F) 是 x4 可 测 的 且 
n= vpy du 02) 
证 了 明 a) 当 Fe P 时 , 可 表示 成 fF=4xB, 其 中 4 eABe 
鸟 故 由 例 1 知 ， 对 每 个 xe 万 到 <e 罗 ; 这 时 Vv(F) =v(B)14(x)， 
它 当 然 是 取 可 测 函数 ， 且 由 (7.1) 知 (7.2) 成 立 . 
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b) 当 Fe Ps 时， 可 表 成 下 = i Fi;, 其 中 每 个 he P. 因 P 
是 半 环 ,可 设 {为 两 两 不 交 . 由 a), 对 任意 x e XX 每 个 (Fi).€ 多 
每 个 v((F)) 是 有 # 可 测 函 数 ， 故 
F= UA(F)r Ee ® VvV(F) = Tv((F)). 
从 而 v(F) 是 用 可 测 的 . 同时 
n(F)=E nF) = (PoduGg 
= fv Fgdp 0) = fv(Fydp 0) 
c) 当 已 s Pos 时 , 存在 一 列 {F7jc Po 使 得 =F/. 由 于 
书 关 于 有 限 交 封闭 ， 不 妨 设 { 严 分 是 单调 减少 列 . 由 b) 的 结论 ， 
对 任意 x e 多 每 个 (Ff 人)e 如 故 及 =mC Je 名 由 于 17( 站 <o， 
据 推 论 2-2-10 及 引 理 2-7-1 知 ， 存 在 F'e P, 使 得 
FcF’ 且 n(F)<w; 
不 妨 设 R=F， 从 而 
Jr(FDoduco <a， 
于 是 v(Fa) < wm AMae 在 站 由 测度 的 下 半 连 续 性 (定理 2-2-1 ) 
知 
v(F) =lim v((F),) A-ae 在 天 
由 b) 段 结论 ,每 个 v((F])0) 作为 x 的 函数 为 x 可 测 , 据 定理 2-4-9 
及 有 关 的 附注 知 , v(F) 为 A 可 测 函 数 . 再 由 测度 的 下 半 连 续 性 
及 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 
1(P)=iim (FD) = lim fv(F/) dyx) 
= fv dy (x). 图 | 
定理 2-7-4 设 万 xZ 的 子 集 已 为 可 测 且 7 (8) < w， 则 对 
人 几乎 所 有 x e 针 ，E. 为 v 可 测 ,x 的 函数 v(E,) 为 4 可 测 且 


7(E)=| v(E) dp (x). (7.3) 
证 明 因 7 (可 <o, 由 推论 2-2-10 及 引 理 2-7-1 知 , 存在 天 
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e Pos 使得 EcF 且 7 (加 = (PF). 

a) 若 7 (有 =0, 由 定理 2-7-3 得 

Jy(F) du 0)=n(D=n(B)=0, 

从 而 v(F) =0, 1-ae 在 X 因为 每 个 Ec F, 故 对 几乎 所 有 
的 xeX,v(E)=0 上 且 玉 为 v 可 测 . 从 而 v(E) 作为 x 的 消 数 j 
可 测 且 (7.3) 成 立 . 

b) 若 n (>0, 那么 E=F\(F\E) ,用 FE 代替 上 段 的 FF， 
再 对 下 应 用 定理 2-7-3， 就 证 得 结论 . 口 

定理 2-7-5 (Fubini 定理 ) 设 XxY 上 的 函数 /为 n:= J xv 
可 测 且 关于 7 可 积 ， 那 么 f(y) = 了 (x,y) 对 4 几乎 所 有 x e XX 为 
v 可 积 ，g(x)= /0)dv0) 为 4 可 积 ; 放 =/Qw 力 对 v 几 乎 所 有 
ye 了 为 可 积 ,hy)= PQ) du oo 为 v 可 积 且 

Jfan= fr, dv oan te) 0.4) 
Jrar=JUre dp oldv ee) . (7.5) 

证 明 a) 先 假定 /为 一 个 7 可 测 集 已 < XxY 的 特征 函数 

1z， 它 是 可 测 的 . 由 题 设 / 可 积 ， 即 
Jfan=7n (6) <o. 
于 是 ， 由 定理 2-7-4， 对 4 几乎 所 有 x e 多，E 为 v 可 测 ,x 的 函数 
v( 本 为 由 可 测 ; 故 f=f0) =/ (x,)= ls)=1; 0y) 对 4 几乎 
所 有 x eX 为 v 可 测 ,g(x)= [0)dv0)=vV(ED 为 有 可 测 且 由 (7.3) 
知 (7.4) 成 立即 g(x) 为 4 可 积 的 . 从 而 对 几乎 所 有 x eX, 大 为 
v 可 积 . 

b) 再 设 五 为 正 的 可 测 简单 函数 ， 即 可 表 成 f= 二 和 11， ， 
其 中 每 个 4> 0,， FF 为 可 测 集 . 据 题 设 , /关于 可 积 ， 故 每 个 
7(PD) < 0. 由 上 段 证 明知 ,对 jy 几乎 所 有 x eX,f = 工人 8， )， 
为 v 可 测 函 数 且 g(x) = | Ko)dvOD) = 三 5 v[CP) 为 六 可 测 函 
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数 . 由 a) 段 或 (7.3) 得 
Jfan= frste, dn=E ne, dn 
= E44 fv dp Co) = {Ett vF) du Ge) 
= [fv dp 60). 

0c) 车 f 为 正 的 可 积 函数 ， 则 有 正 的 7 可 测 的 可 积 简单 函 
数列 { 有} 单调 增加 收敛 于 f; 由 b) 段 的 证 明 及 定理 2-4-9 知 , 对 
几乎 所 有 x e X 天 = limy(f) 为 v 可 测 函 数 且 

goo:= [£0) dv 0) = lim Jsdv=lim fix, y) dv 0) 
为 4 可 测 函 数 ， 

Jfan=1tim lp dn=tim {fer, yy dv 0 du Cx) 
=j0im fx, 7) dv Jap (x) 
= ft{fe, Wav oul). 

d) 车 /一 般 的 可 积 函 数 时 ， 分 正 部 与 负 部 分 别处 理 之 ， 
本 得 出 所 要 的 结论 (7.4). 

6) 由 于 在 定理 2-7-2 中 ;的 定义 是 关于 x 与 y, p 与 v 对 称 
的 ， 故 由 (7.4) 推 出 (7.5) 也 成 立 . 口 

按 数学 分 析 的 习惯 , 常 把 称 为 重 积分 , 而 把 (7.4),(7.5) 的 右边 
称 为 累 次 积分 . 当 / 为 正 的 时 , 定理 要 求 “/ 关 于 7 可 积 ” 这 个 条 
件 可 以 省 略 ， 即 可 改 成 下 面 的 形式 : 

定理 2-7-6 设 Xx 了 上 的 正 函 数 f 为 7=A xv 可 测 且 /的 
支柱 S(/) 是 ac 有 限 的 ， 即 存在 一 列 7 可 测 集 {Gj} 使 得 S( 了 /) c 
ViG; 且 每 个 7(Gi) <%, 则 f(y)= 了 (x,y) 对 几乎 所 有 x eX 为 
v 可 测 ，g = |KO)dv0) 为 4 可 测 ; ?=f(x,y) 对 v 几 乎 所 有 
ye 了 为 4 可 测 ,h=jf?(x)du(x) 为 v 可 测 ， 并 且 (7.4), (7.5) 成 立 . 

证 明 不 妨 设 {G,} 是 两 两 不 交 的 . 令 

fixbx, P= inf {fC y), klo, ,WD}, bk=1,2,. 
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则 每 个 /是 可 测 且 可 积 的 . 由 定理 2.7.5， 对 /几乎 所 有 x e 
X， 
fi =f = T7, lime fxs)) 
为 vy 可 测 ， 且 
gt) = [fav 0) = EE., lime [fsx, ydv 0) 
为 4 可 测 . 
flr, Wav odn 0) = EE, lime | ffs, Davo) dp x) 
= Zi lim ffi, Wan Ge, ») 
=72, fo, dy 


= Jfdn. 
这 就 是 (7.4) 式 ,可 类 似 推 得 (7.5) 式 . 口 
推论 2-7-7 设 XxY 上 的 函数 /为 7:=J4xv 可 测 且 /的 支柱 
S(/) 是 c 有 限 的 ，| | 的 累 次 积分 中 有 一 个 是 有 限 的 ， 则 / 关于 
可 积 且 (7.4),(7.5) 式 成 立 . 口 


§ 2.8 测度 网 和 浑 收敛 


在 位 势 论 中 常用 到 测度 网 (包括 列 )、 测 度 滤 子 的 浑 收敛 的 概 
念 . 由 于 网 与 滤 子 的 等 价 性 (§ 1.1) 我 们 仅 介绍 网 的 情形 . 

设计 是 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , M( 加 表示 半 上 的 带 号 
(Radon) 测 度 全 体 ， 其 中 ( 正 ) 测 度 全 体 记 作 NW'(X). 我 们 通过 规定 
邻 域 基 的 办 法 来 定义 2 如 中 的 拓扑 一 称 为 浑 拓 扑 : 对 每 个 we 
WMC0O， 取 4/ 的 邻 域 基 使 得 其 中 每 个 成 员 是 具有 下 面 形式 的 集 : 

Vip Fs ={v e WON VM -MN< a,i=1,2,,k}; 

其 中 e>0 是 实数 ， 1 e KO00),i=1,2,…,k; keN. 
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显然 , WO 中 的 一 个 网 (ua) 依 浑 拓扑 收敛 (简称 浑 收敛 ) 于 

一 个 带 号 测度 4 ( 称 为 浑 极 限 ) ， 当 且 仅 当 对 每 个 fe K(X) 有 
limayd f)= 4(). 

(La) 浑 收敛 于 A 常 记 作 ja 一 > 4. 

引 理 2-8-1 设 人 W(X) 中 的 网 (po) 浑 收敛 于 pe WX),f>0 
是 XX 上 的 下 半 连 续 函 数 ， 则 

lim infs [fay Jf dp. (8.1) 

证 明 因 XX 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , 集 {g e KO0 |g <f} 

是 一 个 上 定向 族 且 其 上 确 界 函 数 为 f. 对 其 中 任意 8g， 有 
Jram > gdp,. 
从 而 
lim infs [fayo2 lima fg duo= Jfdp. 

故 (8.1) 成 立 . 口 

注 1) 把 上 面 “f>0” 改 为 “f 在 X 的 某 个 紧 集 KK 之 外 取 正 
值 ”, (8.1) 式 也 成 立 . (参看 $ 1.4 之 第 3 段 ). 

2) (中 网 的 浑 极限 A 也 必定 在 MGCO 中 . 证 明 不 难 ， 
留 作 练 习 . 

推论 2-8-2 设 (Jo) 是 MW) 中 的 网 且 浑 收敛 于 4， 则 

(1) 对 区 的 任意 开 集 G 有 lim infs ydG) > MGO); 

(2) 对 区 的 任意 紧 集 天 有 lim sup, udKR) < ARK); 

(3) 车 XX 的 相对 紧 子 集 EE 的 边界 是 A 零 测 集 ， 则 

lima ydE) =p (BE). 

证 阴 开 集 G 的 特征 函数 / = 16 为 正 的 下 半 连 续 函 数 , 故 
由 上 一 引 理 直接 推出 (1) . 由 于 Hausdorff 空间 的 紧 集 天 是 闭 集 ， 
特征 函数 是 上 半 连 续 函 数 ,但 ,大 = -lx 是 在 天 之 外 取 正 值 的 下 半 
连续 函数 , 由 上 一 引 理 的 注 (1) 可 推出 结论 (2). 

对 (3) 中 的 集 已 A( 加 =A( 巨 )=A(E9， 因 巨 是 紧 的 , 巨 的 内 
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部 5" 是 开 的 , 利用 (1) 与 (2) 可 推出 (3). 口 

为 了 得 出 更 深入 的 结果 , 下面 对 局 部 紧 空间 X 补 充 要 求 是 可 
度量 化 的 ， 即 把 它 看 成 一 个 度量 空间 . 并 令 

HH) = {veH NIN =1}, 

即 藉 上 的 概率 测度 全 体 . 这 样 ， 上 一 推论 可 加 强 为 : 

定理 2-8-3 设 (ia) 是 W(X) 中 的 测度 网 , 则 下 面 6 个 命 
题 等 价 : 

a) La 浑 收敛 于 4 ; 

b 对 任何 gs CCOO (区 

lima Ha(8) = 1 (8); 

c) 对 任何 ge UCO (XX 上 有 界 且 - 和 缮 的 实 本 数 全 体 ) 入 
(8.2) 式 成 立 . 

d) 对 钱 上 的 任意 开 集 G 有 lim infs yAG) > (GO); 

e) 对 著 上 的 任何 闭 集 C 有 lim supa yO) < 4(O); 

f) 对 XX 的 任何 一 个 子 集 4， 当 其 边界 为 零 测 集 时 有 

lima ya(A)= 1(4). 

证 明 b) == 0) = a) 都 是 显然 的 ; a) = d) 是 推论 2-8-2 的 特例 . 
因 / 与 pu 是 全 有 界 测度 ，d) o> 6) 是 显然 的 , e) 二 f ) 也 类 似 于 推 
论 2-8-2 之 (3) 因此 剩 下 a) 一 b) 与 f) 一 b). 

先 证 a) 之 b). 设 pu 浑 收敛 于 4 g e Co(X). 因 j,pyo ee Mi (2), 
故 g 关 于 这 些 测度 都 是 可 积 的 . 由 于 
8=supfys KONf < g}= inf{g e KOO) |g < g} 


lim infa ya(g) > 1 (8) ， 
同时 lim supa yalg) < 4(g) ， 所 以 


limaya(g) = 4 (8). 
再 证 f) 二 a). 设 gs Cs(X) 且 f) 成 立 . 定义 R' 上 的 测度 8 
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如 下 : 

对 R' 上 的 任何 Borel 集 多 令 

Ls (B= {xe Xlg) e E}. 

由 于 g 是 有 界 函 数 , 故 x。 的 质量 集中 于 某 一 个 有 界 区 间 (a, 已 
( 即 ws (R'\( a, b)) = 0 ) 显然 至 多 在 该 区 间 的 可 数 个 点 上 分 布 
有 正 质量 ( 即 { y se (a, 5b) | 1 { y } > 0} 是 可 数 集 或 有 限 集 ). 故 对 
任意 s> 0， 可 找到 有 限 个 实数 ,…, t 满足 

(a=to<ti<h<<tn=b;a<gx)<b, xexX; 

(2) ys {41} =0,1= 0,1,2,…,m 

(3)0 tt < Ej= 11,2 m. 

令 4 汪 fxzeXlbsgO<h =12…m ,那么 和 4 
Am 是 XX 的 两 两 不 交 的 Borel 集 上 且 XX= 4j. 而 且 

A\A'c{xexlg)=t-1}U{ x e Xlg)=6)}, 
所 以 4( 4,\A*)=0. 因为 条 件 f) 成 立 , 故 
limapa (4)=4(4)) ,j= 2 
令 g+ = 马 太 114). 注意 到 对 每 个 x eX， 
lg*0) -go)|<e, 
故 有 
fgapa- edul< ie- gridp+tl fgrdns -| grdph flg -grldpa 
S22+ 2 NHa(k) -pA ) NG 

因此 lim supal fg dys — fg dual <2.. 

因为 是 任意 的 , 故 推 得 (8.2) 式 成 立 , 即 b) 成 立 . 口 

引 理 2-8-4 XX 拓扑 同 胚 于 M1(X) 的 子 集 D := { &|x eX}), 
这 里 & 表示 在 点 x 的 单位 正 质量 , 即 对 六 的 任意 Borel 集 B， 
当 xeB 时 &.(B)=1; 当 xgB 时 &.(8)=0. 

证 了 明 对 任意 x e XX 及 任意 gs CG,(X) 有 &(g8)=g (x) .XY 中 
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的 网 (xa) 车 收敛 于 x e 世 则 g(xa) 收敛 于 g(x)，、 因此 &xw 浑 收 
敛 于 所 ( 此 处 下 标 x(a):= xe ,以 下 同 ). 反之 设 &xa) 浑 收敛 于 a , 但 
(xa 不 收敛 于 x， 则 存在 x 的 一 个 开 邻 域 G 及 (xo) 的 一 个 子 网 xp ) 
使 得 { xp }cX\G. 据 Uryshon 引 理 (§ 1.2), 存在 一 个 取 值 于 [0, 1] 
的 连续 函数 g 使 得 g(x) =0 而 在 XY\G 上 g 的 值 为 1. 于 是 &p(g) 
= 1 对 任意 B 成立, 但 &(g) = 0. 这 与 ska 浑 收敛 于 & 矛盾 . 口 

引 理 2-8-5 上 一 引 理 中 定义 的 测度 集 D 是 序列 闭 的 ， 即 对 
了 中 的 任何 点 列 { x, }, 若 sm 浑 收敛 于 0 e MO0, 则 we D, 即 
存在 xs 万 使 得 j= &.. 

证 明 设 sw 浑 收 化 于 je Mi(C0, 但 { x } 不 存在 任何 收敛 
子 列 . 于 是 集 E:={x1, x2,…} 是 一 个 闭 集 (无 限 集 ) 而 且 它 的 任 一 
子 集 也 是 闭 集 . 因 &wm 浑 收敛 于 1 ， 据 定理 2-8-3 之 (e) 有 

A (C) 2 lim sup Etm(C) 
对 XX 的 任何 闭 集 C 成立， 于是， 对 天 的 任何 无 限 子 集 严 都 有 
4A(F)= 1, 这 与 4 是 测度 从 而 满足 可 加 性 矛盾 . 

因此 {x,} 至 少 有 一 个 子 列 ， 记 之 为 { 次 }， 收敛 于 某 个 x eX. 
据 引 理 2-8-4 知 Sb 浑 收 敛 于 &, 故 j=&. 口 

注 引 理 2-8-4 与 2-8-5 只 要 求 无 是 一 般 的 度量 空间 即 可 . 

定理 2-8-6 XX 的 假定 如 前 (局 部 紧 且 可 度量 化 ) 那么 MiC0 
是 紧 度 量 空间 的 充 要 条 件 是 :万 是 紧 度 量 空间 ， 

证 明 设 MiCO 是 紧 度 量 空间 ,由 引 理 2-8-4 与 2-8-5 知 , 万 
同 胚 于 Mi(CO 的 一 个 闭 子 集 D, 故 X 是 一 个 紧 的 度量 空间 . 

反之 , 设 X 是 紧 度 量 空 间 , 那么 CCO 是 可 分 的 Banach 空间 ， 
因此 Ce (9 中 存在 一 个 列 { gr } 使 得 g1= 1, lgnll<1 有 自 { g,} 在 
CeCO 中 以 0 为 中 心 、! 为 半径 的 球 5o 中 稠密 . 用 [0, 1]” 表示 可 
数 个 单位 闭 区 间 [0, 1] 的 可 数 乘积 , 那么 [0, 1]” 是 紧 的 可 分 的 、 
可 度量 化 空间 (参看 $ 1.2). 
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用 了 表示 从 MiCO 到 [0, 1]” 映射 ,其 定义 为 
AH{tA(CS DA (CS2 
那么 可 证 明 ， 7 建立 了 W(X) 到 [0, 1]” 的 一 个 闭 子 集 上 的 一 个 
同 胚 ， 由 此 , 就 推出 了 Mi(C0 是 紧 的 度量 空间 . 
下 面 先 验证 7 是 一 个 同 胚 映射 , 首先 7 是 一 对 一 的 . 因为 ， 
车 T(W0)=7T(v), 则 jy (gw) =v (gy) 对 每 个 ne N 成 立 . 因为 { g,} 
在 So 稠密 ， 故 可 推出 对 任意 fe S。， 从 而 对 任何 fe Cb(2) 都 有 


LN=v). 

由 Riesz 表示 定理 的 推论 (定理 2-6-7、 推 论 2-6-8 ) 知 4=v. 

再 者 , 了 是 连续 的 . 事实 上 ， 若 J gn) 收敛 于 Ap ( gn) 对 每 
个 me N 成 立 , 从 而 7(yw) 收 敛 于 T7040). 反 过 来 ， 7 也 是 连续 
的 ,事实 上 , 设 { yuo} 是 Wi (2) 中 的 网 使 得 7 (yi) 收 化 于 TOW), 从 
而 jia( gn) 收敛 于 (gn) 对 每 个 ne N 成 立 . 于 是 ， 对 任意 g e 
‘So(X) ， 

ludg)- pH(8)1s2)g8~-gn)+| Hal gn) -A( gn) |. 
因此 对 每 个 nxeN 有 
lim supal| /og) ~ 1 (8)| < 2 g-gn 
因为 存在 { g, } 的 一 个 子 列 { gr } 使 得 1g - go->0， 从 而 
lima| pe)-ACl=0. 

因此 推出 ,对 任意 ge Cb(x) 都 有 lima ylg) = (8). 由 定理 2-8-3 
知 , pu 浑 收敛 于 1 . 总 之 , 已 证 得 7 是 一 个 同 胚 映 射 . 

下 面 证 明 7 (MiC0) 在 [0, 1]” 中 是 闭 的 , 假定 { 如 } 是 MICO 
中 的 一 个 列 使 得 7 (py ) 收敛 于 [0，1]” 中 的 一 个 元 素 (auaz… 小 
又 设 g 是 CL(X) 的 单位 球 So 上 的 一 个 元 素 ( 函数 ) ,那么 存在 
1 gn } 的 子 列 { gx } 使 得 上 gb-8g 当 -3% 时 收敛 于 0. 那 
么 ,对 mmeN， 

[im (8)- ng) < 2 18- gunll +t ln Bn) — Hm gm) |. 
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故 
lim sup mn ye | Hn (8) ~ Hm(8) | < 21g~ gn 
令 k3%m, 得 
lim sup mn ye | Hn (8)— Hm(g)|=0. 
即 对 每 一 个 g se So , pn(8) 的 极限 存在 , 记 此 极限 即 为 A(g) . 对 
C00 中 的 任 一 函数 ,存在 一 个 正 数 cz 0 使 得 cj es So . 令 
和 (有 ) :=cAX(f1c). 于 是 入 是 CoA) ( 从 而 也 是 K(X) ) 上 的 正 线性 
泛 函 且 满 足 X(1) = 1. 根据 Riesz 表示 定理 , 存在 唯一 的 测度 1/ 
使 得 和 (g) = (g), 对 每 个 ge K(X)， 从 而 对 每 个 ge Cs(X) 也 成 
立 . 特别 , (8;) = an ,ne N. 从 而 T(W)= (a1,a2,…). 这 就 证 明 
了 7 (W(X)) 是 闭 的 . 因为 [0, 1]” 是 紧 的 , 故 了 (Mi CO) 是 紧 的 ， 
从 而 Mi(X) 是 紧 的 . 口 
推论 2-8-7 ”设立 是 局 部 紧 的 紧 度 量 空 间 , 则 CO 中 任意 的 
网 {Ja} 必 有 子 网 收敛 于 Mi (和 中 的 点 . 
证 明 由 本 定理 及 定理 2-2-4 直接 推出 . 口 
这 个 推论 在 位 势 论 中 常用 . 下 面 设 关 = Ry 中 , 我 们 可 在 
MX) 中 建立 更 一 般 的 定理 . 
定义 ”NM'(%) 的 一 个 子 集 % 称 为 弱 有 界 的 ,如 果 对 每 个 fe 
K(X) ,存在 一 个 常数 Cr 使 得 所 有 As % 都 有 lu(f)|< Cr 
容易 验证 ， M'C9 的 一 个 子 集 弱 有 界 当 且 仅 当 对 万 的 任 
意 紧 集 K, 存在 一 个 常数 Ck 使 得 
AI<Ck ， He. 
定理 2-8-8 ”NM'(%) 的 弱 有 界 子 集 % 是 列 紧 的 ， 即 % 中 包含 
了 浑 收敛 的 列 . 
证 明 参见 Landkof [32]. 这 里 只 说 明 , 由 于 天 = RY 是 可 分 
的 度量 空间 ,可 证 明 NH'(X) 中 关于 浑 拓扑 也 是 可 分 的 , 故 完 紧 的 
充 要 条 件 可 用 点 列 代替 点 网 来 描绘 . 口 
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第 二 篇 ”调和 空间 位 势 论 


本 篇 是 全 书 的 中 心 , 介绍 现代 位 势 理论 中 最 重要 且 最 有 代表 
性 的 部 分 , 即 调和 空间 位 势 理论 这 个 本 世纪 五 十 年 代 起 开始 形成 
并 不 断 得 到 发 展 的 公理 系统 论 . 该 理论 将 已 有 的 关于 椭圆 型 、 抛 
物 型 等 微分 方程 的 位 势 论 做 了 统一 处 理 ， 并 在 调和 空间 中 通过 
Markov 半 群 与 随机 过 程 建立 紧密 的 联系 . 该 理论 不 但 大 大 推进 
了 位 势 论 自身 整体 的 发 展 ， 为 更 新 的 研究 方向 ， 诸 如 扫除 空间 
论 , H- 锥 论 , 非 线 性 论 的 建立 与 发 展 竟 定 基础 , 同时 也 推进 了 概 
率 位 势 论 的 形成 和 发 展 . 


第 三 章 ， 调 和 空间 的 直观 背景 


本 章 主要 目的 是 为 公理 位 势 论 阐述 其 在 R" (V > 2) 的 一 些 
直观 背景 ， 为 原来 不 太 了 解 位 势 论 的 读者 提供 一 个 引子 . 但 是 ， 
由 于 经 典 位 势 论 的 内 容 极其 丰富 , 这 里 只 能 从 中 选择 部 分 与 建立 
调和 空间 理论 的 三 大 基本 原理 ( 即 极 小 值 原理 、 收 敛 原理 、 
Dirichlet 问题 的 解 ) 关系 较为 密切 的 概念 与 结论 来 介绍 . 又 ， 据 
现行 普通 大 学 课程 安排 , 许多 学 生 对 调和 函数 及 其 性 质 的 认识 主 
要 是 通过 复 解析 函数 的 学 习 ， 故 我 们 用 了 一 定 篇 幅 来 益 述 在 R* 
没有 ( 当 N>3 时 也 不 可 能 ) 经 过 复 函数 也 能 得 到 的 、 调 和 函数 
的 一 些 基本 性 质 ， 一 来 出 于 整体 上 的 需要 ， 二 来 便于 比较 . 

至 于 可 能 与 下 面 各 章 有 关内 容 的 令 述 基本 类 似 者 , 或 与 本 书 
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中 心间 题 关连 不 太 直接 者 ， 此 处 基本 略 去 不 叙 ， 少 数 叙 而 不 证 . 
读者 可 参看 第 十 一 章 的 有 关 介 绍 . 

为 便于 初学 者 , 本 章 的 证 明 写 得 较 详 细 , 且 很 少 用 到 微 积分 
和 Lebesgue 积分 以 外 的 工具 . 本 章 对 有 关 Radon 测度 与 广义 测 
度 的 知识 要 求 不 高 ， 只 须 有 初步 了 解 即 可 ; 关于 它们 的 控制 收敛 
定理 等 ， 与 关于 Lebesgue 测度 的 同名 定理 实际 上 类 似 . 

下 面 把 R*(N > 2) 的 元 素 ( 点 ) 记 作 * ,等 ; 用 坐标 表示 时 ， 
X= (x XIN) Y= V1); x 的 范 数 

1xz| := za+…+xz ， 

把 B= B(x,7)={y||y-x|<r}, 称 为 以 x 为 中 心 , r 为 半径 的 
球 ; 6B:= 0B(x, 7) = {x||y-x|=r}, 称 为 球面 . 记 w 为 单位 球体 
积 , zy := Nvw =2xi/T(#) 为 单位 球面 面积 ， 特 别 到 = 2x. 熟 
知 ，B(x, r) 的 体积 是 vw 小 ， 球 面积 是 mr r”'， 又 ，R* 的 点 x 
与 子 集 4 之 间 的 距离 记 作 |x -4|. 

R" 中 以 任意 一 点 y := ( yi…, yw) 为 中 心 可 建立 如 下 球 极 
坐标 系 (& 门 : 对 任意 一 点 x := (wi…,xw), 令 

r=|x-y|, 0:=(01,°,0n-1,0N), 

其 中 0%:= (wy) /7 ,i= 1,2,…,N. 

那么 ( 91…,0w-1,9w) 是 单位 向 量 ， 每 个 9, 是 向 量 x-y 与 
第 i 根 坐 标 轴 正 向 的 夹 角 的 余弦 , 坐标 变换 (x,…, xw) 户 
(91,…,0n-1,r) 的 Jacobi 行列 式 的 绝对 值 为 


对 By,p) :=B(y,p) 上 的 可 积 函 数 /(x) 的 积分 ， 若 /(x) 在 坐标 变 
换 下 对 应 的 函数 为 (9,7)， 则 


i /Wa=[ a | bh f(0,7) do(0)]dr, 


98 


其 中 da(gj=-L dg dg 而 | dx 表示 N 维 Lebesgue 


el 
积分 . 一 般 地 ， [fdo 表示 了 关于 N- 1 维 曲面 上 的 面积 分 . 


§ 3. 1 调和 函数 与 经 典 位 势 的 概念 


设 DD 为 RR 的 一 个 开 集 ,从 CD) 到 C(D) 的 Laplace 算 子 在 
直角 坐标 系 的 形式 为 
D2 
A Ds 
定义 当 u e CzD) 且 Ax = 0 在 DD 处 处 成 立时 , 称 u 在 D 
调和 或 zx 为 D 上 的 调和 函数 . 
我 们 知道 , 平面 区 域 D 上 的 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 是 D 
上 的 调和 函数 ; 实 常数 是 从 的 任何 开 集 D 上 的 调和 函数 . 开 集 
D 上 的 调和 函数 全 体 构成 一 个 实 向 量 空间 . 
对 那些 仅 与 到 一 定点 y e D 的 距离 > := | y-x | 有 关 的 函数 
u(x) = u(r)， Laplace 算 子 采用 球 极 坐标 的 形式 具 特 别 简单 的 表 
达 式 ， 即 
diu N-ldu 
和 * ss 
dr’ rd 
在 届 \ 执 满 是 人 + 4 1 加 =0 的 函数 x 为 : 
当 N= 3 时 ,u=Qlogr+p; 
当 N23 时 , u=-2+p， 
r 


其 中 mw Bp 为 任意 实 常数 . 特别 当 a =1, B=0 时 ,得 到 u=-logr 
( 当 N=2) 和 w=r*“( 当 NN>3), 这 两 个 函数 都 是 R\ {y} 上 的 、 
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r#0 (1.1) 


特殊 的 调和 函数 ， 在 今后 位 势 的 讨论 中 起 很 大 作用 . 令 


—loglx — ， 
ke Bi 一直 当 N=2; 
%, X= yy, 
2-N 
axon 人 当 N> 2. 
o0， X=y 


那么 K(x ,y) 关于 x,y 是 对 称 的 , x 已 K(x,y) 是 在 整个 RR 上 定 
义 的 下 半 连 续 函 数 , 在 R"\ {y} 调 和 . 

定义 称 K(x,y) 为 Re 上 以 y 为 极 的 基本 调和 函数 ， 也 称 
为 基本 核 . 设 J 是 RR 上 的 带 号 (广义 ) 测度 ， 当 下 面 的 积分 有 
意义 时 ， 由 它 定义 的 RR 上 的 函数 U7”: 

U(x) = K(x, du 0) , 

叫做 经 典 位 势 , 当 N=2 时 又 叫 对 数位 势 ， 当 NN> 3 时 又 叫 Newton 
位 势 . 

这 里 的 积分 区 域 未 标 名 ， 表 示 是 在 全 空间 RY 上 的 积分 ， 今 
后 都 采用 同样 约定 . 有 关 经 典 位 势 的 性 质 的 介绍 将 在 $ 3.8 进行 . 


$ 3.2 Green 公式 与 平均 值 原理 


首先 ， 复 习 一 个 很 有 用 的 公式 一 Green 公式 . 

设 RR 的 开 集 D 具有 光滑 的 边界 9D， 从 DD 的 闭 包 万 的 一 个 
邻 域 G 到 研 的 向 量 函 数 w := ( wi,…,ww) 的 每 个 分 量 wi:= wi(x) 
有 一 阶 连续 偏 导数 . 记 w 的 散 度 为 
N WW,. 

A i 
用 n = n(x) 表 示 边界 曲面 在 点 x e 6D 的 单位 外 法 向 量 ， 则 有 下 
面 Gauss 公式 成 立 : 


div w:= 
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bdivw dr= how, n) do (2.1) 
若 函 数 u,v 在 G 有 二 阶 连 续 偏 导数 , 那么 由 
div (wu grad v )= uAv + (grad u, gradv) 
及 上 述 公式 (2.1) 得 
6 uAvdx+ |b (grad u, grad v)dx 
= > (ugradvy, n) do= 网 2(grad v n) do 
= fo(uD,v) do 
其 中 D。v 表示 v 的 外 法 向 导数 . 同 理 ， 
bvanudzs bb (grad u, grad v ) dx = bp Cv Dsu) do 
两 式 相 减 得 
be uAv-vAu)dx= bx uD,v—-vD,u) do 
这 就 是 Green 公式 ， 若 特 取 v= 1 ( 即 v= 1 )， 就 得 到 
bb Audr= fo (Ds) da. 口 
由 上 述 Green 公式 立即 推出 下 面 定理 : 
定理 3-2-1 (Gauss 积分 定理 ) ”车 函 数 4 在 DD 的 闭 包 的 一 
个 邻 域 调和 ， 则 
fo( Du) do=0 
Gauss 积分 定理 表明 ， 若 x 在 开 集 G 中 调和 ， 则 它 的 梯度 
流出 任 一 光滑 子 区 域 D (DcG) 的 流量 等 于 0. 反之， 也 可 证 明 ， 
车 x 在 开 集 G 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 且 对 任 一 闭 包 在 G 的 球 
B，u 的 梯度 流出 8 的 流量 为 0， 则 w 在 G 调和 |. 
定理 3-2-2 设 8:=B(y，p),u 在 8 的 一 个 令 域 G 有 二 阶 
连续 偏 导数 , 则 对 于 任意 xeB,ze B 及 + :=|x -z|, 有 下 面 公式 成 
es 
当 N= 2 时， 
2x u(x)= Jrciog r)Ds, u ~u D, (~logr } Jdo(z) 
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-fC logr) Audz; 
当 N>3 时， 
-2mazx= bole Deu — uD (r* Jdo(z) 
-br7") Audz. 

证 明 当 N=2, 令 v:=-loglxz-zl=-logr. 那么 , 对 取 
定 的 xe Byv 作 为 z 的 函数 在 RY\{x} 调 和 , 取 充 分 小 的 7> 0, 使 
得 

_ B&DEB(y,p). 
令 D:=B8(y,P)\B (x, 攻 . 由 Green 公式 ， 
bb Cuav-vAau) dz= bo (uDsv-vD,w do lz), 
注意 到 D 的 边界 由 两 个 球面 组 成 及 v 的 调和 性 ,得 


sbi vAu ) dz = bs (upDuv-vD。 u) do (z) 
一 | nD (uDav—vD, u) do(z), (2.2) 
可 以 断言 ， 上 面 (2.2) 式 左边 当 nw30 时 以 
lo. (-v Au) dz 
为 极限 . 事实 上 ， 由 于 Au 与 rlogr 在 B8 为 有 界 ， 当 7<1 时 ， 
he nlv ldz < has)( -2rr logn) dr 
有 界 ， 从 而 ( -v Au ) 在 B 可 积 ， 由 积分 的 绝对 连续 性 证 实 这 个 断 
言 成 立 . 
上 面 (2.2) 式 右边 的 第 一 个 积分 与 ”0 无 关 . 下 面 考察 第 二 
个 积分 . 由 条 件 ，u 的 一 阶 偏 导数 在 G 连续 ， 从 而 grad x 在 B 
有 界 ， 故 存在 实 常数 上 > 0 使 得 
IDou|=|(grad wu, n)|=|gradu|sk<%w. 
当 n30 时 ， 
| ace» (—v Duddolz) | 
102 


<k lg. n( -logr ) do (z) 
=2kx(-7log nm)—0. 
因 vz)=-logr, 当 ze 68 时 Dsv=- .从 而 
bac n Cu Dav) do Cz)=— 7 ac pudolz) ， 
由 于 x 连续， 利用 积分 平均 值 定理 知 右边 的 积分 当 ->0 时 以 
-2x ux) 为 极限 . 于 是 ， 在 (2.2) 式 两 边 令 n->0， 得 
(Clogr) Audz 
= bsl( -logr) Dau -uD,( -logr) Jdo(z) -2xux) ， 


移 项 后 就 得 到 所 要 的 结果 . 
当 N>3 时, 令 v(z)= 上 -对 *， 可 完全 类 似 证 明 . 口 


定理 3-2-3 Cs ) “车 函数 x 在 球 B:= B(y, p) 的 
闭 包 的 一 个 邻 域 调和 ， 则 w 在 球 心 的 值 等 于 它 在 球面 的 平均 : 


wu =— bs uz) daz) . (23) 
Xp 
证 明 当 NN>3 时， 注意 到 在 8 上 有 Au = 0， 由 定理 3-2-2 


得 
xD = el- Do uD- do 
因 ze 68, 故 
ly-zl=p, Da(z- 六 Y=(2-Np"™, 
代入 上 式 得 


加 1 
(YN 一 2)zw 


由 定理 3-2-1，js Dou dolz) = 0 ， 从 而 得 到 (2.3) 式 ， N= 2 的 情 
形 可 类 似 证 明 . 
上 一 定理 的 条 件 可 稍为 减轻 ， 即 有 下 面 
定理 3-2-4 若 函 数 x 在 球 B:= B(y p) 调和 , 在 B 的 闭 包 连 


103 


[六 和 Dudoa-GC -MP bs u dota)], 


续 ， 则 (2.3) 式 同样 成 立 . 
证 明 ”对 任意 0<+<p, 由 上 一 定理 恒 有 
up) = mr go.n uz) dolz) 
=(zw) ho- uO,n) da(0). 

由 于 w 在 8 的 闭 包 连 续 , 可 令 >p, 交换 极限 与 积分 的 次 序 , 便 

得 到 (2.3) 式 . 

定理 3-2-5( 球体 平均 定理 ) ” 若 函 数 在 球 B8:= BQy, p) 调 

和 , 在 8 的 闭 包 连 续 , 则 w 在 球体 的 平均 等 于 v 在 球 心 的 值 ， 即 

xD)= 一 xn dx， 
YAP 


证 明 利用 Fubini 定理 及 上 一 定理 得 
| 了 27hom0, dao)lar 


es b u(x)dx = 
Vnp 


VD 
二 _ZEN AN-1 

Vp™ fr uy)dr 
SN = 

Nv uy) = uy) . 


最 后 一 个 等 式 成 立 是 由 于 zw=N vw. 口 

利用 球体 平均 定理 可 以 证 明 , 除非 常数 , 不 存在 别 的 在 整个 
腕 定义 的 下 有 界 或 上 有 界 的 调和 函数 ， 即 

定理 3-2-6 〈 Liouville-Picard 定理 ) 若 w 在 R 调 和 月 上 
有 界 或 下 有 界 ， 则 w 为 常 值 函数 . 

证 明 ”由 于 w 和 -wu 同时 在 局 调和 , 不 妨 假设 wu 为 下 有 举 ， 
即 存在 实数 <， 使 得 x > a 在 Re 恒 成 立 . 令 h:=wu-a、 则 在 
Re 为 正 调和 函数 . 对 于 任意 两 点 x, y， 记 e:=|x -y|. 对 任意 
实数 5>0， 令 p:= 5+e， 于 是 B(x, 9 c BQy, p), 据 上 一 定理 ， 

Ww 6* h(x) = fcs, a hz) dz < lao» hlz) dz = rw pl hly) . 

因此 
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家 N 
(起) h(x) < h(y), 
令 5 一 ,得 h(x) < h(y). 同 理 可 证 ,hQy) < h(x). 故 hx) = h(y). 由 


x 的 任意 性 ， 知 h 从 而 u 是 常数 . 口 


§ 3.3 ”Poisson 积分 公式 


平面 上 关于 调和 函数 的 Poisson 积分 公式 通常 是 借助 于 解析 
函数 的 Cauchy 公式 来 证 明 的 . 这 里 将 利用 定理 3-2-2 来 得 到 在 
R"(N>2) 的 相应 公式 ， 并 用 以 推出 调和 函数 的 一 些 性 质 . 
对 展 的 球 B8:=B(y,p) 和 任 一 点 x,x#y 将 
x*=y+plr -| (x-)) G.U 
称 为 x 关于 球面 98 的 反 演 点 . 显然 , x* 位 于 从 球 心 出 发 经 x 的 
射线 上 且 满 足 
Ix-yllxt -yl= 矿 G.2) 
映照 xH? x* 称 为 RY \fy} 关于 球面 68 的 反 演 . 若 补充 定义 》 与 
RY" 在 单 点 紧 致 化 下 的 添加 点 om 互 为 反 演 点 ， 就 得 到 R* {oo} 
上 的 反 演 . 显然 ，88 上 的 点 是 这 个 映射 下 的 不 动 点 . 
引 理 3-3-1 ”对 取 定 的 球 B := B(y, p) 中 非 球 心 y 的 点 x, 球 
面 68 上 任意 点 z 到 x 与 到 x* 的 距离 之 比 为 常数 ， 即 
上 二- E+ ze 88 
证 明 向 量 z-y 与 x- i 设 它们 之 间 
的 夹 角 为 a， 由 余弦 定理 ， 
-于 =p’' + -于 -2plx ~ Jcosa, (3.3) 
上 -xz 对 = 局 +z*- 才 -20z* -ylcosa, (3.4) 
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从 (3.4) 求 出 cos a 的 表达 式 并 用 (3.2) 代入 得 
(oz -|z-x 中 站- 证 +p' 
2p- 才 
再 代入 (3.3), 就 得 到 所 要 的 等 式 . 
定义 ”对 球 B= B(y, p) 中 取 定 的 点 x， 下 面 表达 式 确定 的 函 
数 叫做 以 x 为 极 ,B 上 的 G 函数 : 


cosa= 


当 N=2 时， 
op zeB\{x),x#y, 
Gx(z) = ie zeB\{x},x=y, 
z=x 
当 N>3 时 


的 | jx zEeB\(x),x*y, 
1 


GA(z) = 


Ep zeB\{x),x=», 


0% Z=X. 


由 引 理 3-3-1，Gx(z) 在 球面 68 以 0 为 极限 且 有 连续 的 方向 导数 . 
定理 3-3-2 若 在 球 B 的 闭 包 的 一 个 邻 域 调和 ,xeB 是 xz# 
y， 则 有 


u(x) = -元 局 xz)D。Gseda(z)， 当 N=2， 


ux) =- bs uz)DsGiz)do(), N23. 


证 明 1) 当 N=2， 注意 到 调和 ， 由 定理 3-2-2， 
27ubo) = ba{( -log |x -2z)) Dau 
-uDn( -log|x—z|)] do(z), (3.5) 
由 于 loglz- zx#| 在 8 的 闭 包 的 一 个 邻 域 调 和 ， 据 Green 公式 ， 
Qs bal -log)x*—z)D,u~uD,( -log|x*-z|)]do(z), (3.6) 
由 2 的 调和 性 ， 据 定理 3-2-1， 对 任意 实数 a>0 有 
0= Jr-iog a )D, u daz), 
结合 (3.6) 得 
0= faldog Qlx*— z|)Dau -uDa(log alx* ~ z|)] do(z), (3.7) 
把 (3.6) 与 (3.7) 两 边 相 加 得 
2 ux)= lsl( log( a ke*-z| /1x-z | Du 
-uD, (log( a |x*-z|/|x-z|))] dc(z)， 
令 g=|y -xlMO, 由 引 理 知 ， 上 面 被 积 函 数 的 第 一 项 变 成 0， 故 
得 
2xrulx) = bs -udDullog Hl) dalz), 


从 而 可 得 定理 结论 . 
2) 当 NN>3 时 ,类似 地 ， 由 定理 3-2-2， 

(N -2)7, ux) 

= alle -zf ™)Ds uuDs(le -2)*")) do(z) (3.8) 
由 于 jx* -zPy 在 B 的 闭 包 的 一 个 邻 域 调和 ， 

0= bs{Cx*zP*) Dou uD, (x* zdo(z) (3.9) 
设 实数 a > 0, 用 -a 乘 (3.9) 两 边 再 与 (3.8) 相 加 得 

NDA, ue) = bal x zh alx* -zp Ds ulz) 
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-ulz) Da (lx -zl -lx* -2 ")] do(z). 
由 引 理 3-3-1, 可 取 常 数 
N-2 
«(2 ， (3.10) 
kn 
代 人 上 式 ， 被 积 函数 的 第 一 项 变 成 0， 得 
(N -2 u(x) 
=- lofuDDs (x -PP alx* -a do(s). OD 
定理 3-3-3 (Poisson 积分 公式 ) 若 4 在 球 8= BQy,p) 的 闭 包 
Rs 则 
ep [vc EE dolz), xeB. (3.11) 
证 阴 Sn 当 x 为 球 心 y 时 ， 由 平均 定理 3-2-3， 
知 (3.11) 成 立 . 下 面 取 定 xe 8B, x#y. 因 考 虑 在 边界 的 积分 ， 
可 设 zx. 今 
P(x, i Es 
| 
由 定理 3-3-2， 只 须 证 明 ， 
当 N=2 时 ， P(x, z) = - p DsG:(2), ze 08, 
当 N23 时 ， P(x,z)=p(2-N)!'DsG:(z), ze688. 
下 面 以 N>3 的 情况 为 例证 之 , 而 N=2 的 情况 类 似 . 这 时 


1 pe 1 
Gx(z)= a pr 
- 2 p>- 下 2 -x 2 


易 知 ， 在 ze 88 曲面 的 单位 法 向 量 na 


(2- N}(z—x) 


EF- 


grad (zx 六 >)= 
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2- N)(z-x*) 


grad (|2— xy|w) 和 
-x 


从 而 ， 


Q-N(z-n) _ 2- NK-*) 
-中 -x 
其 中 a 由 (3.10) 定义 . 利用 引 理 3-3-1 及 x* 表达 式 (3.1) 得 ， 


2 
grad G2) = 2 -Me -| 


grad G:(z)= 


PE 


从 而 
DnG:(z)=(n , grad G.(z)) 
p’ -ly-xE Xz 


2—y ( 
,(2- 
C3 (2-N) PE ) 
(p’ -bp ) 
=(2- 
(2-N) 证 
Np 口 
p 


1 P -kk- 于 
推论 3-3-4 一 一 上 二 -doz)=1， xeB. 
DT 


证 了 明 因为 常 值 函 数 x = 1 在 球 B= B( y，p) 的 闭 包 的 一 个 
邻 域 调和 ， 由 (3.11) 式 立 得 . 口 
为 考虑 积分 与 微分 次 序 的 交换 问题 ， 引 入 下 面 
引 理 3-3-5 设 U 和 KK 分 别 为 RR 的 开 集 与 紧 集 ,w :=w (x,z) 
为 UxK 上 的 连续 函数 ，4 为 上 的 广义 测度 ， 则 
VC) := [we,2) dz) ,xEU, 
为 U 上 的 连续 函数 进一步, 若 w 关于 x 的 每 一 个 一 阶 偏 导数 
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HED), 12 

二 2 
在 Ux 连续， 则 Vy 关于 x 的 每 一 个 一 阶 偏 导 数 在 U 也 连续 且 
= [S20 x e U,i=1,2,,N. 


机 对 U 中 任意 取 定 的 点 x， 有 充分 小 的 5 > 0， 使 得 
5 Dc U. 因 w 在 紧 集 (x, 5)xK 上 连续 而 且 -一 致 界 ， 据 
Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 对 任何 收敛 于 x 的 点 列 { x, } 有 

limY x,)= { limw,2) dz) = [ wl,2) dz) = V6), 
这 就 证 明了 上 V 在 x 连续 . 
2) 设 w 关 于 x 的 每 一 个 个 一 阶 偏 数 全 写 :2) j-1,2,.…N 在 


Ux 连续 . 任 取 单位 向 量 a,， 显然 (关于 x 的 ) 方向 导数 Dow 
在 U 存 在 且 在 Ux K 连续 . 我 们 要 证 DoV 在 U 存在 且 连 续 . 对 
U 中 任意 取 定 的 点 x, 选 5 >0, 使 BG, 四 cU. 又 取 p>0 充 
分 小 使 得 x + pa e 8B, 利用 微分 中 值 定理 ,对 每 个 p> 0 和 z eK 
在 x 与 x+pa 的 连 线 上 存在 点 xpx 满足 

Dower, 2 (3.13) 
因 Dow (x,y) 在 紧 集 B(x, 0)xK 上 连续 而 一 致 有 界 , 据 Lebesgue 
控制 收敛 定理 ， 

Do 的 =lim “+20 0) 
Led p 


=lim | w(x+pa,z)— wx,z) 
p30 . p 
=lim fe Daw (px,2) dao) 


d4(z) 
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= lim Daw Gos,7) do) 


= Daw (Cx, z) dz). 
由 第 1 段 知 ，DoV 在 U 连续 . 从 而 证 得 所 要 的 结论 . 口 
推论 3-3-6 在 上 一 定理 中 , 特 当 乙 是 一 个 有 界 开 集 忆 的 开 
子 集 ，K= 6D，/ 是 9D 上 关于 N- 1 维 Lebesgue 测度 do 的 可 
积 函数 时 , 若 取 广义 测度 4:= Je ,( 即 dAz) =fdo(z)), 则 有 同样 
结论 . 
定义 ”对 一 个 球 B:= B(y, p), 称 


2 2 
A 


-中 

为 球 上 的 Poisson 核 . 

易 验 证 , 对 任意 z e 0B,x 的 函数 P(x,z)( 或 简 记 为 P( :7z)) 
在 RY\ {2} 的 任意 阶 偏 导 数 连续 且 为 调和 . 

定理 3-3-7 若 在 开 集 忆 调 和 ,， 则 x 在 D 有 任意 阶 连续 
的 偏 导数 ， 且 它们 也 在 D 调和 . 

证 明 ”对 任意 D 中 任 一 点 y, 取 定 一 个 球 B:= B(y, p), 使 其 
闭 包 在 D 中 . 于 是 ， 据 定理 3-3-3， 


w= bsP@ zu da), xeB G.14 
u 在 球面 98 上 的 限制 连续 ， 当 然 可 积 ; x 的 函数 P(x ,z) 的 每 
个 偏 导 数 2 2 (0 在 Bx 68 连续， 由 推论 3-3-6，v 的 每 个 偏 导 


1 


数 2x9 在 8 连续 且 
ox) 


Su doe) 
LA 


Ox Pr 
ee =1.2…, N. 
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由 于 P(: ,z ) 在 RY \{z} 的 任意 阶 偏 导数 连续 ， 用 数学 归纳 法 ， 
反复 利用 推论 3-3-6， 就 证 得 w 为 无 限 次 可 微 . 因 A P(* ,z)=0 
在 B8 成 立 ,， 故 


A [2 ]= 证 A[22c3 1 Mz) do (z) 
Ox, Ox 


= bs eo [AP(Gx,z )Juz) do(z)=0 ， 
Ox) 
xeB, j=1,2,…,N. 
这 说 明志 wy 在 8 调和 , 类 似 的 ， 可 证 明 v 的 各 阶 偏 导数 在 8 


调和 . 由 于 8B 是 任意 的 ， 上 面 在 8 证 明 的 结论 也 在 DD 成立 . 口 
定义 ”对 于 球 B:= 8(y，p) 的 边界 08 上 的 广义 测度 4, 下 面 
定义 的 函数 PI(4, 8) 称 为 关于 4 在 B 的 Poisson 积分 : 


PiI(4 B)(x) = . 
DT 


局 Pa. zdAz), xeB, G.15) 


特别 ， 当 4=fo， 其 中 f 是 88 上 的 、 关 于 测度 dc 的 可 积 函数 
时 ,把 PI(4, B)(x) 记 作 PI(/, 8B) (x) ， 称 为 f 在 B8 的 Poisson 积 
分 . 
推论 3-3-8 上述 广义 测度 4 在 B 的 Poisson 积分 PI(4, B) 在 
了 调和. 特别 ，PI(f, 8B) 在 B 调 和 . 
注 ”在 第 八 章 我 们 将 再 次 涉及 Poisson 核 ， 把 PI(f,8) 改 写 
成 Haf， 并 称 Hs 为 调和 核 . 


§ 3.4 ” 极 值 原理 与 局 部 平均 性 质 
本 节 将 研究 调和 函数 的 这 两 个 重要 性 质 . 
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定义 设 u 为 RR 的 区 域 D 上 的 函数 . 称 x 满足 极 大 值 原 
理 , 车 u 非常 数 ， 就 不 可 能 在 D 的 内 部 达到 极 大 值 ， 即 不 存在 
x Ee D, 使 得 
u(x) = sup yep 
称 x 满足 极 小 值 原理 ， 若 u 非常 数 ， 在 D 的 内 部 达到 
极 小 值 ， 即 不 存在 x e D， 使 得 
u(x) = inf yep u(y). 
显然 , x 在 DD 满足 极 大 值 原理 当 且 仅 当 -w 在 DD 满足 极 小 
值 原理 . 
设 B := BWy, p) 上 的 函数 为 Lebesgue 可 测 且 在 B 上 的 
Lebesgue 积分 有 意义 ， 则 记 了 在 球 8 的 平均 为 


AC/i 由 二 b rdz; (4.D 


若 88 上 的 函数 f 为 Lebesgue 可 测 且 Lebesgue 积分 有 意义 ， 则 
记 , 在 球面 的 平均 为 


Lfip DT bsf (ado). (42) 


Ty 


定义 设 u 为 开 集 U 上 的 汪 数 ， 如 对 任意 x e U, 存在 6.> 

0, 使 得 对 任何 6:0<5 <65, 恒 有 B(x, 5)cU 且 满足 
ulx) = L( wu; x, ©), 

则 称 wu 在 U 满 足 局 部 平均 性 质 . 

定理 3-4-1 函数 u 若 在 区 域 D 上 连续 且 满 足 局 部 平均 性 
质 , 则 w 在 DD 满足 极 大 值 原理 且 满 足 极 小 值 原理 . 

证 明 设 w 满 足 条 件 且 不 是 常数 . 令 

E:={x€ D |ux)= supyep uO))}; 

我 们 要 证 5 为 空 集 ， 即 4 在 D 内 部 取 不 到 极 大 值 . 首先 注意 到 ， 
由 于 wu 连续 ，E 为 相对 闭 集 ， 若 不 是 空 集 ， 可 证 5 为 相对 开 
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的 . 设 xeE. 因 w 在 区 域 DD 满 足 局 部 平均 性 质 , 故 存 在 人 > 0, 使 
得 对 任何 0 <5<6, 恒 有 B(x, 9 cD 且 满 足 ux)= L(wux, 可 . 任 
取 ye B(x,6)\{x), 令 6=|x-y|, 那么 
0<5<56, ux) = LO x, 6), 

即 L( u(x) -ww x ,6) = 0. 因为 x e E， 所 以 u(x)-u>0 在 
0B8( 6 ) 上 处 处 成 立 , 故 u(x) - wu=0 在 6B8(x, 5) 上 几乎 处 
处 成 立 ; 又 因 w 连续 , 从 而 在 6B(x, 6) 上 处 处 成 立 ; 特别 有 u(x) 
= Uy) 由 ye B(x, 5) 的 任意 性 知 ,，B(x, 5&) cE. 这 说 明天 为 开 
集 . 


但 区 域 D 是 连通 的 ， 它 的 既 相 对 开 又 相对 闭 子 集 5 只 能 是 
D 本 身 或 空 集 . 因 x 不 是 常数 , 故 Ez# D. 所 以 E 是 空 集 . 这 就 证 
得 u 在 DD 满足 极 大 值 原理 ， 同 理 可 证 ,wu 在 DD 满足 极 小 值 原理 . 
口 

定理 3-4-2( 调和 函数 的 极 值 原理 ) ” 开 集 U 上 的 调和 函数 
& 在 以 的 每 个 连通 分 支 上 满足 极 大 值 原理 及 极 小 值 原理 .， 

证 了 明 由 定理 3-2-3， 调 和 函数 x 在 以 满 足 局 部 平均 性 质 ; 
又 , 开 集 的 每 个 连通 分 支 都 是 区 域 , 故 由 上 一 定理 立即 推出 结论 . 
口 

推论 3-4-3 ”1) 区 域 D 上 的 正 调和 函数 4 在 D 上 要 么 点 点 
严格 正 ， 要 么 恒 等 于 0. 

2) 有 界 开 集 U 上 的 两 个 调和 函数 w 和 v 若 满足 ， 对 每 个 z 
e 6U, 都 有 “limu(x)> lim v(x), 则 在 U 上 w>v. 

于 是 , 若 u 满足 : 对 每 个 z e 6U， 都 有 边界 极限 0， 即 
limu(x) =0, 则 w 在 U 上 便 等 于 0. 口 

定理 3-4-4 设 开 集 U 上 的 函数 /为 局 部 Lebesgue 可 积 . 任 
意 取 定 充 分 小 的 实数 5 > 0, 那么 在 开 集 Us := {xe Ul||x-6U| 
> 5} 上 定义 的 函数 (x) := A(f;x，6 ) 连 续 . 
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证 明 设 Us 非 空 , y,xe Us， 则 
10)-f01 
1 
Ode Tm os/ Od 


el 

Vy “6” B(x5) 
1 

So bya dz， 


其 中 已 := B(x , 5) A B(x ,59， 即 两 球 之 并 与 两 球 之 交 的 差 集 ， 即 
两 球 之 对 称 差 , 当 x 一 时 , 巨 的 Lebesgue 测度 趋 于 0;， 因 /局 
部 可 积 ， 在 的 任意 紧 子 集 可 积 ， 据 积分 的 绝对 连续 性 知 ， 当 
x-》 时 ， 


1 
Tr [Val =»0, 


故 | 万 00 -万 0 一 0， 即 万 C9 一 万 0). 这 就 证 明了 万 在 
连续 . 口 

注 3-4-5 进一步 可 证 明 ， 若 7 在 局 连续 ， 则 万 cD) 在 Us 有 
一 阶 连续 的 偏 导数 ; 一 般 地 , 车 /在 U 有 Kk(k>1) 阶 连续 的 偏 导 
数 ， 则 fs(x) 在 Us 有 k+1 阶 连续 的 偏 导 数 . 这 也 说 明 ， 若 开 集 
U 上 的 函数 了 为 局 部 Lebesgue 可 积 ， 则 经 过 两 次 平均 得 到 的 函 
数 (f a)s 在 (Us)s 有 一 阶 连续 的 偏 导数 ; 类 似 地 ， 经 过 +1 次 平 
均 就 得 到 具有 上 阶 连续 的 篇 导数 的 函数 . 因此 ， 若 把 求 平均 看 成 
算 子 ， 可 认为 是 一 个 光滑 化 算 子 . 这 结论 的 证 明 留 作 练 习 . 口 

若 开 集 U 上 的 函数 为 局 部 Lebesgue 可 积 , 则 对 任意 xeU， 
任意 0< 5<|x-6U| ，A(f;x,， 5 ) 存在 且 有 限 . 由 Fubini 定 
理 ， 关于 1 维 Lebesgue 测度 对 几乎 所 有 0<r<5,L(f;x,r) 存 
在 且 有 限 ， 并 且 

Ny 

A(f;x,5 ) i 


[ L(f;xr) rdr 
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= LU rr) rdr (4.3) 
从 下 面 定理 可 知 ， 平 均 性 质 实 为 调和 函数 的 特征 . 
定理 3-4-6 ” 设 w 为 开 集 U 上 的 实 函 数 ， 那 么 ,4 在 U 调和 
的 充 要 条 件 是 : x 在 U 局 部 可 积 且 对 每 个 x e 以 对 几乎 所 有 65: 
0<5<|x-6U1, 满足 
ux) =L( ux, (4.4) 
证 明 由 定理 3-2-3 知 必 要 性 成 立 . 下 面 证 充分 性 . 由 (4.3) 
式 知 , 对 每 个 ze U, 对 所 有 0< 5<|xz- 6U|, u(x) = A( ux, 5). 
' 据 定理 3-4-3, x e [5 且 在 Us 上 wu = us 连续 ， 即 在 x 连续 . 因 x 
是 任意 的 ， 故 x 在 U 连续 . 从 而 对 所 有 0 <5 <|x-6U1,(4.4) 成 
立 . 令 
_ jav -expl(t* ~1)""], 0sr<1 
¢ o-| 50 
其 中 aw 满足 zw Pg)a =1. 任意 取 定 充分 小 的 5> 0, 定 
义 Us 上 的 函数 Asu: 
Au = 地 s(t ua)dz (4.5) 


因为 外 xl) 在 R” 无 限 次 可 微 ,同时 上 述 积分 实际 上 是 在 B(x，6) 
进行 的 ， 可 看 成 在 一 个 包含 B(x, 6 ) 的 适当 紧 集 上 的 积分 ， 由 引 
理 3-3-5 可 推出 ，Us 上 的 函数 Asu 无 限 次 可 微 . 又 ， 经 变量 替换 


及 简单 计算 , 并 注意 到 zw . 1"&() d1=1, 得 
Asu) = [eG Ls 0di 
=u ry Fee) dt= ub) 
在 Us 上 成 立 , 故 w 在 Us 上 无 限 次 可 微 . 因 5> 0 是 任意 的 , 故 
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4 在 以 无 限 次 可 微 . 
这 样 一 来 , 对 xe U,0<r<|x-6U|, 有 
OLWwxr) I Ou(0,r) 
or a Or 4 的 


| 
3 Es Doulz) dafz) . 
在 球 B := B(x,r) 上 应 用 Green 公式 ( 见 $3.2 ) 得 


10 L(u;x,r) 
[EY A el 
[auz) Nwr 


(4.4) 对 所 有 0 < 5<|x-6U| 成 立 , 故 上 式 右 边 的 导数 等 于 0. 
这 说 明 对 任意 x e U, 当 0<r<1x-6U| 时 , 在 球 B(x,r) 上 Ar 
的 积分 恒 为 0. 因 w 在 U 无 限 次 可 微 ,Au 在 U 连 续 , 从 而 在 U 上 
Au=0 成立， 即 u 在 U 调 和 . 口 


§3.5 球 上 的 Dirichlet 问题 的 解 


设 U 为 RR 上 的 有 界 开 集 , /是 边界 9U 上 的 实 函 数 . 古典 的 
Dirichlet 问题 是 : 求 VU 上 的 满足 下 面 边 值 条 件 的 调和 函数 x: 对 
每 个 ze 6U 有 

lim ux) =/(2). (5.1) 
本 节 限于 讨论 古典 的 Dirichlet 问题 . 

定理 3-5-1 若 0U 上 的 函数 /不 连续 , 则 关于 f 的 Dirichlet 
问题 在 U 上 无 解 . 

证 阴 用 反 证 法 . 假定 /在 某 个 ze 6U 不 连续 , 但 关于 /的 
Dirichlet 问题 在 U 上 有 和 解 x. 

于 是 ， 对 任意 ae> 0, 由 (5.1) 式 知 ， 存 在 5> 0, 使 得 
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[ux) -f(z2)1< en, xe UN Bz, oO. 
设 w e 6Um B(z, 6/2), 因为 对 z:=w, (5.1) 式 也 满足 , 故 有 r+:0< 
r<6/2, 使 得 
[u(x) -Gow) | < a/2, x EUN Bw, r). 
这 样 一 来 , 对 x e Un B(w,r)c UN B(z, 6)， 有 
[fw) -fC lux) -f+ Iux) -fw < e/2+e/2= 8. 

即 对 任意 w e 8UM B(z, 512), 都 有 |f(w) -f(z)| <e. 这 说 明 f 在 
z 连续 ， 与 原 假设 矛盾 . 口 

定理 3-5-2 若 关于 6U 上 的 连续 函数 大 的 Dirichiet 问题 在 
U 上 有 解 ， 则 其 解 唯一 . 

证 明 设 wuv 都 是 所 说 的 解 , 令 w :=u-v, 则 w 在 U 调 和 
且 对 每 个 ze 6U, 

lim w(x)=0. 

由 极 值 原理 ( 推论 3-4-3 ) , w 在 U 的 每 个 连通 分 支 恒 等 于 0. 这 
说 明 4 与 v 在 U 上 恒 等 . 口 

由 推论 3-3-8 知 ， 对 球面 98:= 0B(y, p) 上 的 Lebesgue 可 积 函 
数 / 的 Poisson 积分 PIY; B) 是 B 上 的 调和 函数 . 进一步 ， 我们 
有 下 面 

定理 3-5-3 若 68 := 6B8(y,p) 上 的 Lebesgue 可 积 函数 f 在 
Ge 08 为 有 限 连续 ， 则 

lim PIH BJCD =/(6). (5.3) 

从 而 , 若 , 太 为 88 上 的 连续 实 函 数 , 则 PI 有 就 是 8 上 关于 /的 
Dirichlet 问题 解 ， 而 且 这 时 PIX B)O) = L(f; y, p). 

证 明 首先 注意 到 , 由 推论 3-3-4，PI 1, B)(x) = 1, xeB. 故 


PIG BO = 一 甸 Peea7(6)doB)=7()， ze 有 8 


去 
(5.4) 
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因 j 太 在 5 为 有 限 连 续 ， 故 对 任意 > 0， 存 在 6> 0, 使 得 
HG)-HFal<e2， zs68 和 BC 29. ($.5) 
由 PIG; B8) 的 定义 及 (5.4) 得 ， 


IPIG; BO -/(ON= 13 ho Pe DC) do 


bs PG Df(6) dola) | 


1 
PKN 
] 
元 让 外 Pe ae)-7Gldag 
1 
DDN 
1 
Pp'Ay 
:= 了 +J/， 
其 中 瑟 表 示 68m B(C, 29)， 刀 表示 6B \ BC ,290)，7 表 示 最 后 第 
二 个 等 号 右边 的 第 一 个 积分 ，J/ 表示 第 二 个 积分 . 由 (5.5) 式 ， 


人 po z) da) < 5 忆 pPe 2 do(z) < 
为 估计 J, 考虑 x 的 情形 , 当 x eBNB(C, D)，z e 0B\B(C,26) 
时 ， 


< 


上 pe Df(z)-f(O do Ce) 


hp of) -FO do 


可 


i 


jx-z|2)6-z- 16-x|226-6=6. 
因此 P(xz)=2 cP 
: Ix-z 6* 
又 ,注意 到 /在 6B 为 Lebesgue 可 积 ， 故 存在 实数 > 0 使 得 


Lf df)+ /ON do <k 
ey 


当 x3C 时 ,|x-y|>p，, 故 存在 0< <65 使 得 当 xe BN BC 
时 ， 
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这 时 
=— bh PG If) -f (ON dol) 


.< ge 上 re)-AGOldog) 


< 去 亏 一 bb QE + Do) <£. 


综合 上 述 讨论 得 ， 当 x e 力 时， 
IPIG; BO -7(G)1s7+V< + 5=. 

这 就 证 明了 (5.3) 式 . 口 

例 任意 取 定 一 点 ye R", 设 D:={ x10<a<|x -y|<2b), 
Ci= {x|kK-[=a}, C2:={x|k- 放 = 5}，D 的 边界 上 的 函数 / 
在 C1 的 每 一 点 取 值 为 1， 在 C; 的 每 一 点 取 值 为 0. 那么 在 D 上 
关于 了 的 Dirichlet 问题 的 解 u 为 

loglx ~ 下-logb N=2 


1 logb 
u(x)= a™- :8 调 下 2) -2 
= hb ax ， N>2 


§ 3.6 Harnack 原理 与 收敛 原理 


由 极 值 原理 的 推论 3-4-3 知 , 区 域 D 上 的 正 调 函 数 w 要 么 在 
DD 上 恒 等 于 0 要么 点 点 严格 正 ， 即 对 每 个 x e D, u(x) > 0. 
定理 3-6-1 (Harnack 不 等 式 1) 对 任意 0<5< p<%, 下 面 
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不 等 式 对 B0。m 上 的 任何 严格 正 的 调和 函数 和 任意 两 点 p,q 
e 互 0, 5) 一致 成 立 : 
2 用 
Wp._p (9 
ug) pp- \p-6, 
证 明 ”任意 取 定 0<5<p<w, 5<t<p, 当 上 -HH=1, 且 书 
ge B (y, HH, 
t-6<|z-p|l<t+6t-6<|z-g|<it+o, 
P60 rp 、 
(CE 
eo re 
(TOTS lz-a” Sn 


(6.1) 


从 而 有 
?jp- 玉 G+" (2-g- 才 ) 
0 
上 式 两 边 在 6B(y, 1 ) Re z 积分 ， 据 Poisson 积分 公式 得 
@ 
Up) Ss 更 (中 
因 上 式 对 任何 ee 令 tp 便 得 到 (6.1) 式 . 口 
注 : 在 (6.1) 中 特 取 2 6= p, 便 得 到 当 p,q € B (y, 9 时 ， 
MD) 4 39 = 4.3A-1. 
u(q) 3 
定理 3-6-2 (Harnack 不 等 式 2) 设 G 为 区 域 D 的 相对 紧 子 
区 域 且 G 的 闭 包 在 D， 即 ，G 紧 且 满足 Gc Gc D， 则 存在 仅 与 
G 及 疡 有 关 的 常数 c> 0, 使 得 


2 (6.2) 
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对 D 上 任何 严格 正 的 调和 函数 及 G 上 的 任意 两 点 p, 4 一 致 成 
立 . 

证 明 任 选 p 使 得 

0<p<infllz-y|llzeG,yeaD} 
(此 式 表 示 G 与 刀 的 边界 之 间 的 距离 , 由 G 的 条 件 ， 它 是 严格 正 
的 ) . 由 于 G 紧 ,可 用 有 限 个 , 设 为 i 个 ,半径 为 6:=p/2 的 球 
B(xm, 0) 将 G 和 覆盖 . 因 G 连通 ,对 G 上 的 任意 两 点 p,qg， 总 可 以 
用 一 条 位 于 G 的 不 自 交 的 折线 连接 p, 9 . 这 条 折线 至 多 被 j 个 
0 < i) 这 样 的 球 B(xn, 6) 所 覆盖 . 不 妨 设 沿 折线 从 pp 到 gq 依次 经 
过 的 球 为 B(x1, 8…, B(%, 可 . 可 取 
ym€ B(xm, 0) MN B(xm+1, O), m =1,2,**/— 1. 
注意 到 每 个 Box 25) cD; 
Pp, ye Bob O), ym ymrle Blxm, 9 yj.1,9€ BC0, O). 
在 这 j 个 B(xn, P) 应 用 上 一 定理 的 附注 ， 对 D 上 任何 严格 正 的 调 
和 函数 有 ， 
ug) a wg) <(4.:3°) <(4.:3" "):=c, 
常数 < 确实 与 所 说 的 4 及 p, 9 无关. 口 
第 一 章 § 1.1 已 介绍 过 定向 集 和 网 的 概念 及 网 的 收敛 等 有 

关 性 质 . 函数 网 是 函数 列 的 推广 ， 二 者 有 许多 性 质 类 似 ， 例 如 ， 
连续 函数 网 车 一 致 收敛 ， 则 其 极限 函数 也 连续 . 

引 理 3-6-3 (Harnack 一 致 收敛 定理 ) 若 (xd aeP ) 是 开 集 U 
上 的 一 个 一 致 收敛 于 x 的 调和 函数 网 ， 则 x 在 U 调 和 |. 

证 阴 ”因为 (ua| a e P) 是 开 集 U 上 的 一 致 收敛 于 w 连 续 函 数 
网 , 故 4 在 U 连 续 . 对 任何 5>0, 当 ye 8 人 DcU 时 , 因 每 个 
ua 在 U 调 和 ， 满 足 局 部 平均 值 性 质 ， 并 据 一 致 收敛 性 ， 有 

uy) = limp ua (y) 
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1 
一 "元 657 [RE 
et Bos do= Ly 65). 
这 说 明 满足 局 部 平均 值 性 质 ， 由 定理 3-4-6 知 ，x 在 U 调和. 口 
定理 3-6-4 设 3F 为 开 集 U 上 的 一 族 调和 函数 ,满足 : U 中 
每 个 点 有 邻 域 使 得 2 在 该 邻 域 为 一 致 有 界 ， 则 : (1) 2 在 U 的 任 
意 紧 子 集 C 上 等 度 连续 ; (2) F 中 每 个 网 必 有 子 网 在 C 上 一 致 收 
伍 . 此 外 ， 若 (ua| a e P) 是 开 集 U 上 的 一 致 有 界 的 ， 收 敛 于 w 的 
调和 函数 网 ， 则 x 在 U 调 和. 
证 明 取 定 忌 的 紧 子 集 C， 由 有 限 覆 盖 性 知 F 在 C 的 一 个 
开 邻 域 V(yc U) 上 为 一 致 有 界 . 假定 
sup {|u0) ||xe VueF}sa<w, 
又 设 r>0 充分 小 使 得 5(x, mcF 对 所 有 x eC 一致 成 立 . 于 
是 , 对 x,yeC，ue 有 有 
lxa-zol=I fu - funar| 


Vir py Vr ago 
L pe Jluzylaz < 加 
Vour g ot 
其 中 积分 区 域 忆 := B(x,r )A By,7)， 当 |x-y| 充分 小 时 , 的 测 
度 任意 小 ， 从 而 | wu (x) - uy)| 任意 小 . 换言之 , |x Co -wy) 的 任 
意 小 程度 仅 取决 于 |x -y | 的 充分 小 程度 ， 故 证 得 结论 (1). 
由 (1) 知 ， 中 每 个 网 必 在 C 上 等 度 连 续 且 一 致 有 界 ， 由 
Arzela-Ascoli 紧 性 定理 ( 见 Kelly JL. [29]) 知 结论 (2) 成 立 . 
再 设 确 ( ua| we P) 是 开 集 U 上 的 一 致 有 界 的 , 收敛 于 zx 的 
调和 函数 网 ， 则 对 任意 闭 包 在 的 球 B， 由 (2) 知 有 子 网 在 8 
上 一 致 收敛 于 wu; 据 定理 3-6-3，x 在 B8 调 和 . 因 球 8 是 任意 的 ， 


1 


Q 
< 


gz, 
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故 u 在 U 调 和 . 口 

定义 集 EE 上 的 一 族 函 数 Y 称 为 上 定向 的 ， 如 果 对 任意 fg 
< 名 存在 he 使 得 /<h,g <h 都 成 立 . 若 上 述 “<” 改 为 “>”， 
则 儿 称 为 下 定向 的 . 

车 VY 为 上 定向 族 (或 9 为 下 定向 族 ), 则 Y := (多 3) (或 (多 z)) 
是 一 个 定向 集 ， 也 是 一 个 函数 网 . 特别 ,单调 增 ( 或 减 ) 函数 列 
是 上 (相应 地 ， 下 ) 定向 族 ， 也 是 函数 网 . 

定理 3-6-$ 若 { uj|j e J } 是 区 域 D 上 的 一 族 上 (或 , 下 ) 定 
向 的 调和 函数 ， 则 w := sup{ujlje 了} (或 , v= inf {uj|j ev) 
要 么 恒 等 于 om (或 ， 相 应 地 - mw ) ， 要么 在 DD 调和. 

证 了 明 不 妨 只 就 上 定向 族 的 情况 证 之 . 任意 取 定 一 个 pe 
则 


u= sup {ulj €J, w> up), 
因此 下 面 可 假定 该 族 函数 有 最 小 元 us . 假定 有 xeD 使 得 
u(x)= sup{u,(x)j el}<%, 

那么 对 任何 一 个 相对 紧 的 子 区 域 F， 当 x e VcyVc D 时 , 由 定 
理 3-6-2 知 正 调和 函数 族 { w - w, |j e J } 在 紧 集 关上 一 致 有 界 ， 
从 而 { |j e 7) 在 紧 集 V 上 一 致 有 界 . 由 于 { zl7 e J } 也 是 一 个 
调和 函数 网 且 收敛 于 x， 据 定理 3-6-4, u 在 VV 调和. 因 是 任意 
的 及 DD 可 表 为 一 列 单调 增 的 相对 紧 的 子 区 域 { 了 } 的 并 ， 故 zx 在 
DD 调和 . 口 

推论 3-6-6 设 { hh} 是 区 域 D 上 的 一 个 单调 增 的 调和 函数 
列 ， 则 x= sup{ hy} 要 么 恒 等 于 o， 要 么 在 也 调和 . 口 

例 (8$3.5 例子 的 继续 ) 取 两 个 严格 单调 的 实数 列 {aj}, {bj)， 
a 地 0,b wm 且 0<a<a<b<b 对 任意 自然 数 i,j 都 成 立 . 做 两 
个 单调 增 球 环 列 { D;}，{ G) } 如 下 : 

Di:={xla<|x-y|<b},G:={xla<|x-y|<b,}. 
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令 D:=vwa n={x|0<lx-y|<b), 
G=U?, G={xla<|x-y|<%}; 
在 每 个 Di 作 Dirichlet 解 u 使 之 在 {x|ai=|x-y} 上 以 1 为 边界 
值 ， 在 {x||x-y|=5} 上 以 0 为 边界 值 ， 那么 
loglx — yl-logb N 
loga, ~ logb 
ui(x)= a le) 
rari) ， N>2 
同样 ， 可 在 在 每 个 G 作 Dirichlet 解 w 使 之 在 { x | a=|x-y} 
上 以 1 为 边界 值 , 在 {x||x-y|=b} 上 以 0 为 边界 值 ， 那么 
loglx —yI-logb, 


ll 
J 


loga—logb, 


w(x) = Cn408 je 
jz- ba) 
由 极 值 原理 ( 定理 3-4-2 ) 知 , 在 D, 有 0<wu<1, 且 对 任意 取 定 
的 自然 数 p， ”函数 列 { uj i>p } 在 D 单调 减 一 致 收敛 于 D 上 
的 调和 函数 0. 类 似 地 ,在 G; 有 0<w<1, 且 对 任意 取 定 的 自然 
数 p， 函数 列 { wj|j >p } 在 Gy 单调 增 一 致 收敛 于 G 上 的 调和 
函数 1( 当 N=2) 或 一 ( 当 N>2) 
lx 
定理 3-6-7( 可 去 奇 点 定理 ) ” 设 w 为 去 心 球 BGy, 7)\ DO 上 
的 有 界 调 和 函数 , 则 可 以 延 拓 成 B(y, r) 上 的 调和 函数 . 
证 明 ” 取 一 列 实数 { x;} 及 实数 b 使 得 
r>b>r>r>>ri>rn>0, r=0. 


显然 , u 在 去 心 球 BLy, b)\ y} 上 有 界 调和 且 在 B(y, b)\{y} 连 续 . 


令 


N>2 
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vd) = bs, Pe axaldog x € Bly, b), 


那么 v 在 BQy, 5b) 调和 上 且 在 8 (y, 4b) 连续 , 在 6BGy,b) 上 wu=v. 令 产 
=u-v, 则 有 hh 在 BQy,b)\ {fy} 上 的 有 界 调和 和 且 在 B(y, 5b)\ 和 y} 连 续 ， 
在 6B(y,b) 上 有 h=0. 

下 面 证 明 有恒 等于 0. 设 实数 M 为 | h | 的 上 界 . 在 每 个 区 域 
Di= {x|ri<|x-Jy|<b} 上 作 一 个 正 调和 函数 w ,使 得 它 在 6B(y, b) 
上 取 值 为 0, 在 {x|r=|x- 沙 上 取 值 为 M.( 见 例子 ). 对 任意 
xe Bly,b) \{y}, 存在 自然 数 m 使 得 对 所 有 i> m， 有 x e D;. 据 推 
论 3-4-3， 通 过 比较 边界 值得 ， 对 所 有 i> m 有 

~u(z)<hz) <u(z), zeD,; 
特别 有 | h(x) |< wi (x). 当世 w% 时 ,ww (x) 单调 减少 趋 于 0， 故 h(x) 
= 0; 由 x 的 任意 性 知人 恒 等 于 0. 即 w 与 y 在 By, 5b)\ {fy} 上 人 恒 
等 . 但 vy 在 By, b) 调 和 且 在 By, b) 连 续 , 令 u(y) := vy), 则 zx 在 
B(y, b)， 从 而 在 BQy,r ) 调 和 . 口 


§ 3. 7 上 调和 函数 


上 调和 函数 是 与 调和 函数 族 关系 最 密切 的 重要 函数 族 . 我 
们 将 看 到 ， 位 势 也 是 上 调和 函数 . 关于 一 般 开 集 的 广义 Dirichlet 
解 的 Perron 方法 就 是 借助 于 上 ， 下 调和 函数 族 来 实现 的 . Perron 
方法 和 上 调和 函数 满足 的 极 小 值 原理 同 为 建立 调和 空间 的 基础 . 

定义 从 一 个 开 集 U 到 (- %, %] 的 函数 u 若 满 足下 面条 
件 ， 则 称 在 U 为 上 调和 的 : 

1) wu 在 U 的 每 个 连通 分 支 不 恒 等 于 w; 

2) wu 在 U 为 下 半 连 续 ; 

3 ) w 有 上 平均 性 质 , 即 对 任意 球 B(x,r)cB(x,r)cU, 有 
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L(u, x, r ) < u(x). 
又 , 车 -wu 在 U 为 上 调和 的 ， 则 称 w 在 UU 为 下 调和 的 . 

显然 , 若 h 在 U 调 和 , u 在 U 为 上 调和 , 则 w+ hh 在 U 为 
上 调和 . 

定理 3-7-1 开 集 U 上 的 函数 u 为 调和 的 充 要 条 件 是 w 既 上 
调和 又 下 调和 |. 

证 明 U 上 的 调和 函数 是 实 的 连续 函数 ， 且 据 定 理 3-2-3， 
满足 平均 值 性 质 ， 故 由 上 ， 下 调和 定义 立即 推出 必要 性 . 反之 ， 
车 wu 在 U 既 上 调和 又 下 调和 ， 则 w 是 实 的 连续 函数 且 满 足 平均 
值 性 质 ， 由 定理 3-4-6 知 其 调和 ， 充 分 性 得 证 . 口 

定理 3-7-2 ”从 一 个 区 域 D 到 (-w%,%] 的 函数 x 若 不 恒 等 
于 wo、 下 半 连 续 且 有 局 部 上 平均 性 质 ; 即 对 任意 x e D, 存在 6&> 0， 
使 得 B (x, 5) c D, 且 L(u, x, 5)< ux) 对 所 有 0 < 5< 5 都 成 
立 , 则 4 在 DD 满足 极 小 值 原理 . 

证 明 假定 不 是 常数 且 在 xoe D 达到 极 小 值 ， 即 

u(xo) = inf { ux)|xeD} 
由 定理 的 条 件 知 ，- wo < w(xo) <w. 令 

E:= {xeD |ux)= xxo) }， 
因 w 在 DD 为 下 半 连 续 , 故 EE 是 相对 闭 集 . 我 们 要 证 也 是 相对 
开 集 . 任 取 ye E, 据 假 定 ， 存 在 5,> 0, 使 得 B(y, 6)) cD, 且 

L(u, y, 6) < u(y) 0<5<5 (7.D 
车 BO0, 5) cE, 则 已 证 得 E 是 开 集 . 否则 , 存在 ze By, 5)\ 羽 
令 5:=|z-y|， 显 然 0< 65<6,. 因为 u 在 y 达 到 极 小 值 , 故 

uy) < L(u, y, 6 ), 
且 结 合 (7.1) 式 推出 
i 二 


) 
在 980,6) 几乎 处 处 成 立 . 因 z gE, 故 uy) < xz)， 而 x 在 也 
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为 下 半 连 续 , 推出 z 有 邻 域 GcD 使 得 在 G 上 wy)<u, 但 Gn 
BQy,61) 具 有 严格 正 的 测度 ,与 “= wl(y) 在 680, 56) 几乎 处 处 成 
立 ” 矛 盾 . 故 8Qy, 5)cE ， 从 而 E 既 相对 闭 又 相对 开 . 由 于 也 
连通 且 xveE， 推出 E= D， 这 与 “wu 不 是 常数 ”的 假定 矛盾 . 这 
说 明 ,在 DD 满足 极 小 值 原理 . 口 
注 3-7-3 。 如 果 将 定理 的 条 件 中 “L(w, x, 5 ) < u(x)” 改 为 
“A(u, x, 6) < u(x)”， 可 类 似 证 明 有 同样 结论 . 这 时 称 x 有 球体 
局 部 上 平均 性 质 . 
定理 3-7-4 若 x 在 区 域 D 为 上 调和 , 则 zx 满足 极 小 值 原理 ; 
若 wu 在 相对 紧 的 开 集 U 为 上 调和 且 对 每 个 z e 6 以 
liminf u(x)>0, 
则 wu>0 在 UU 成 立 . 
证 明 设 u 在 区 域 D 为 上 调和 ， 由 上 调和 的 定义 知 u 满足 
上 平均 值 性 质 ， 从 而 满足 局 部 上 平均 值 性 质 ， 即 定理 3-7-2 的 条 
件 成 立 , 故 x 满足 极 小 值 原理 . 任 取 U 的 一 个 连通 分 支 G, 那 么 ， 
G 是 区 域 ，G 是 紧 集 . 对 每 个 ze 8G， 令 
2 (2) = liminf u(x) ， 
那么 u (2) > 0; 延 拓 后 的 & 在 G 为 下 半 连 续 且 取 到 极 小 值 . 车 有 
ye G 使 得 u(y)<0, 则 zx 不 能 在 8G ,而 是 要 在 G 的 内 点 取 到 极 
小 值 ， 与 上 段 结论 矛盾 . 所 以 在 G 上 wx> 0. 再 由 G 的 任意 性 知 ， 
u>0 在 以 成 立 . 口 
定理 3-7-5 若 x 在 开 集 忆 为 上 调和 , 则 x 在 忌 满 足下 面 所 
谓 性 质 P: 
对 任意 相对 紧 的 开 集 G cGc UV， 对 任何 在 G 调和 且 在 G 
连续 的 函数 h， 若 在 90G 上 u>4h 成立， 则 同样 不 等 式 在 G 成 立 . 
”证 明 任 取 上 述 G 的 一 个 连通 分 支 ， 为 记号 简单 ， 不 妨 仍 
记 作 G. 那么 , wu-h 仍 在 G 为 上 调和 , 在 G 下 半 连 续 ， 且 对 每 
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个 ze 6G， 
lim inf [u(x) - h(x)] 
> liminf u(x) ~ hlz) 
>u(z)— h(z)>0. 
应 用 上 一 定理 知 ,，u-h>0 在 G 成 立 . 口 
定理 3-7-6 ”从 一 个 开 集 U 到 (-%，w%] 的 下 半 连 续 函 数 u 
车 在 以 的 每 一 个 连通 分 支 不 恒 等 于 w， 则 下 面 3 个 命题 等 价 : 
1) wu 在 U 为 上 调和 ; 
2 ) zu 在 U 满 足 性 质 P; 
3 ) u 在 U 有 局 部 上 平均 性 质 . 
证 明 由 定理 3-7-5, 命题 1 蕴涵 命题 2; 由 上 调和 的 定义 直 
接 得 出 ， 命 题 1 蕴涵 命题 3. ， 
下 面 先 证 命题 2 获 涵 命题 1. 设 x 在 U 满足 性 质 P. 对 任意 
球 
B(x, r)cB(x, te 
因为 u 在 6B(y, r) 下 半 连 续 ， 故 存在 8B(y, r) 上 的 一 列 单调 增加 的 
连续 函数 {  } 收 敛 于 u. 把 BG, r) 上 关于 边界 函数 f 的 Poisson 
积分 PI B) 简 记 为 h,， 它 可 以 延 拓 成 (x, r) 上 的 连续 函数 且 在 
0B(y, r) 上 wu>h=f. 因 w 在 U 满 足 性 质 P, 故 u>h 在 B(x,r) 
成 立 ; 特别 u(x) > hh (x) = Lf ;x ,r). 因 { 所 } 单 调 增收 敛 于 u. 由 
Lebesgue 单调 增收 敛 定 理 得 ，u(x) > L(u; x , 7). 
再 证 命题 3 蕴涵 命题 2. 设 :在 U 有 局 部 上 平均 性 质 . 对 任 
意 相 对 紧 的 开 集 GcGc U, 任 取 G 的 一 个 连通 分 支 , 为 记号 简 
单 , 不 妨 仍 记 作 G. 设 函 数 h 在 G 调 和 , 在 G 连 续 , 在 0G 上 uw> 
成立. 于 是 w-h 在 G 下 半 连 续 并 达到 极 小 值 . 因 h 在 G 调和 ， 
满足 平均 值 性 质 ， 从 而 wu-h 在 G 有 局 部 上 平均 性 质 ; 据 定 理 3- 
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7-2 知 , u-h 在 G 满 足 极 小 值 原理 ， 即 x-hh 在 G 不 能 达到 极 小 
值 ， 除 非 它 是 常数 . 从 而 u> 有 在 G 成立. 这 说 明 w 在 U 满 足 性 
质 P. 口 
定理 3-7-7 开 集 U 上 的 函数 若 具有 二 阶 连续 的 偏 导数 ， 
则 ww 为 上 调和 的 充 要 条 件 是 Au < 0 在 U 成 立 . 
证 明 充分 性 : 假定 Ax < 0 在 UU 成立， 显然 只 要 证 w 在 U 
有 上 平均 性 质 . 任 取 球 
B:=B(x,r)cB(x,r)cU. 
先 设 Au <0 在 8 成 立 . 因 w 在 8 连续 ，Poisson 积分 PI(u, B) 可 
连续 延 拓 到 B 且 在 6B 等 于 x， 记 巨 上 的 这 个 函数 为 六 令 
w= u—h, 
那么 
Aw=Au-Ah<0 
在 8 且 w=0 在 6B 上 成 立 , w 在 连续 . 假定 w 在 ye 8 达到 极 
小 值 . 如 果 ye 3， 则 
Pw(y) 
Or 
从 而 Aw > 0. 矛盾 . 因此 ,y e6B. 即 w=wu-h>0 在 成 立 . 由 h 
的 定义 ， 


20. tel N, 


ux) > h(x) = LL(u; x ,7 ). 
一 般 地 , 设 Au< 0 在 U 成 立 . 令 f(xw)=|x|?, 则 Af=2N> 
0. 对 任意 s>0, 有 
Alu- ef)=Au-eAf<0 
在 U 成 立 . 据 上 一 段 的 结论 有 ， 
ux) ~ Ef) Lu- efx,r)=Lu;x,r)- elf x,r), 
令 s 一 0， 得 到 u(x) > L(u; x ,+ ). 这 表明 wu 在 U 有 上 平均 性 质 ， 
从 而 在 U 为 上 调和 . 
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必要 性 : 设 u 在 U 为 上 调和 和 且 具 有 二 阶 连续 的 偏 导 数 ， 于 
是 Au 在 U 连 续 . 令 
D={xeU|Au>0)}, 
那么 也 为 忆 的 开 子 集 . 设 DD 非 空 集 , 则 在 D 上 A(-)<0. 

据 充分 性 知 ，- x 在 刀 为 上 调和 , 即 x 在 了 为 下 调和 . 由 定 
理 3-7-1, u 在 DD 为 调和 . 从 而 Au=0 在 也 成 立 . 矛盾 . 故 D 为 
空 集 ， 即 Au<0 在 U 成 立 . 口 

定理 3-7-8 ”从 一 个 开 集 U 到 ( - m, o] 的 下 半 连 续 函 数 x 若 
在 U 的 每 一 个 连通 分 支 不 恒 等 于 w， 则 wu 为 上 调和 的 充 要 条 件 
是 有 球体 上 平均 性 质 : 即 对 任何 闭 包 在 U 的 球 B(x,r ) 满 足 

u(x) > A(u; x, 7). 

证 明 ”充分 性 : 设 w 有 球体 上 平均 性 质 , 则 w 有 球体 局 部 上 
平均 性 质 . 据 附 注 3-7-3， 及 定理 3-2-5， 可 完全 类 似 于 定理 3-7- 
6 证 明 中 由 命题 3 推出 命题 2 的 过 程 ,证 得 wu 在 U 满 足 性 质 P. 再 
由 定理 3-7-6 得 出 x 为 上 调和 ， 

必要 性 : 设 u 在 U 为 上 调和 . 又 设 球 B(x,r ) 的 闭 包 在 UV, 要 


证 

u(x) > A(u; x, 门 . 
车 u(x) = wm， 则 该 不 等 式 自然 成 立 . 下 面 设 u(x) < %. 由 上 调和 的 
定义 ， 

u(x) >L (u; x, f) 
对 所 有 0<t<r 成 立 ， 即 

a 09 wl) 2 bogey ua)d A), 0<1<r. 
上 式 两 边关 于 + 在 ( 0,r ) 积分 , 并 注意 到 mx = Nw 得 ， 
Ww * ul) > fen ue)dz, 
即 u(x) > A(w; x, 7) . 我 们 已 证 明了 ，w 有 球体 上 平均 性 质 . 口 
定理 3-7-9 在 开 集 过 为 上 调和 的 函数 x 必 关 于 六 维 Lebes- 
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gue 测度 几乎 处 处 取 有 限 值 且 局 部 可 积 . 

证 明 任 取 忌 的 一 个 连通 分 支 刀 因 w 上 调和 , wu 在 DD 不 恒 
等 于 um, 故 存在 xe D 使 得 x) < %. 由 上 一 定理 知 , 存在 ~> 0， 
使 得 4 在 B(x,r) 几乎 处 处 有 限 ， 于 是 集合 

E 汪 {yeD|u 在 DD 内 某 个 球 B(y,r) 上 几乎 处 处 有 限 } 
非 空 . 我 们 断言 ,5 = D. 

为 此 , 先 证 EE 是 开 集 . 设 yie E, 则 w 在 DD 内 某 个 球 BQyi ,20 
上 几乎 处 处 有 限 . 对 任意 z se BQ ,7)， 

B(z ,1) © BOy1 , 21 ). 
故 w 在 B(z,t) 上 几乎 处 处 有 限 ， 推 出 ze E, 从 而 By,1)cE. 
这 说 明 5 是 开 集 . 

再 证 E 为 D 的 相对 闭 集 . 设 E 中 有 点 列 {y,} 收敛 于 > eD. 因 
DD 为 开 集 , 故 有 s>0 使 得 BO0, 2s )c D. 对 充分 大 的 i 伍 有 ye 
By,s ). 因 y cE，u 在 DD 内 菜 个 球 BOm xr) 上 几乎 处 处 有 限 . 从 
而 有 pe BlY, s ) "BO ri) 满足 xp) < w. 因 Blp, s) 的 闭 包 在 D 
内 ， 由 上 一 定理 ，A( wu; p, s) < u(p)，w 在 球 B(p, s) 上 几乎 处 处 有 
限 . 因 ye Bp, s), 故 有 rr>0 使 得 BQy,7) c Bp, s)， 所 以 在 球 
Bly,r) 上 几乎 处 处 有 限 . 即 y e E. 这 说 明 厂 为 万 的 相对 闭 集 . 

因 DD 连 通 , E 非 空 , 故 E=D. 由 于 DD 可 表示 成 可 数 个 在 
的 定义 中 所 说 的 那样 的 球 之 并 ， 所 以 x 在 U 几乎 处 处 取 有 限 值 . 

再 证 局 部 可 积 性 . 据 上 述 结论 ， 对 任意 ye D， 当 球 Bly, 27) 
CD 时 , u 在 球 B(y, 2r) 上 几乎 处 处 有 限 . 故 存在 x es B(y, r) 使 得 
u(x) < oo. 因 B(x, 7) 的 闭 包 在 D, 由 A(u; x,r)<u(x) 知 u 在 B(x,7) 
可 积 , 而 ye B(x, r)， 即 w 在 y 的 邻 域 B(x,r) 可 积 . 口 

定理 3-7-10 车 函数 在 开 集 U 为 上 调和 , 球 B= By, 0) 的 
闭 包 包含 在 U, 则 zx 关于 68 的 Lebesgue 测度 可 积 , 其 Poisson 积 
分 
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Pilu,B)<u 
且 在 B8 调 和. 又 , 令 
PI(u, BMx), xeB, 
-| ux), xeU\B 
则 tpus<wu 且 在 U 为 上 调和 . 称 tpu 为 u 在 B 的 截断 沙 数 . 
证 明 在 98 上 : 因为 zx 为 下 半 连 接 , 故 下 有 界 , 可 不 妨 设 u 
>0, 从 而 有 单调 增 的 正 的 连续 函数 列 { f) } 收 剑 于 x 在 有 上 定义 
函数 vw; 它 是 PI) ,B) 在 B 的 连续 延 拓 ， 那 么 在 9B 上 


uvy=f); 
在 8 上 vw 调和 . 据 定理 3.76, u>v 在 8 成 立 . 又 , {vw} 为 B 上 
的 单调 增 的 调和 函数 列 ， 据 推论 3-6-6, v =limy 要 么 调和 , 要 
么 恒 等 于 o. 但 wu 在 8B 几乎 处 处 有 限 且 wu>v, 因 此 v 在 8 调和 . 同 
时 ， 由 Lebesgue 单调 收敛 定理 知 ，v = PI(u, 8 ), 特别 有 
Pl(u, B)Y)= Lu;y,)=v0)<%, 
即 x 在 68 上 可 积 . 
下 面 考虑 截断 函数 tpu 的 情形 . 
在 以上 显然 wmu<u. 要 证 zx 为 上 调和 ， 由 定理 3-7-6， 
只 须 验证 它 在 98 上 的 下 半 连 续 性 且 满 足 局 部 上 平均 性 质 . 由 习 
题 8 并 注意 到 wu 在 U 是 下 半 连 续 的 ， 对 任意 6 e0B ， 
lminf + pxu(*) z= li inf u(z) 之 liminf u(x) > u(6) = Ts(0); 
当 xe U\B 时 ,tpu= 
liminf rpu(x) = lim inf u(z) > liminf u(x) 2 (6) = ts(0). 
reBxs zeB 236 I 
由 上 两 式 就 推出 tau 在 6 下 半 连 续 . 又 ， 当 B(6, r) 的 闭 包 在 U 
时 ， 


Tau(O) = uO) > Lu; 6,r)>Lreu; 6,r), 
即 tpu 在 0B 上 满足 局 部 上 平均 性 质 . 口 
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定理 3-7-11 若 函 数 ,v 在 开 集 U 为 上 调和 , 实数 c> 0, 则 
u+y, cu 及 inf {u,v} 在 U 都 是 上 调和 的 . 

证 明 wu+v, cu 及 inf{u, v} 的 下 半 连 续 性 是 显然 的 ， 易 验 
证 ， 它 们 满足 上 平均 性 质 . 口 

这 定理 说 明 在 开 集 U 为 上 调和 的 函数 全 体 是 一 个 凸 锥 且 关 
于 点 点 求 下 确 界 的 运算 inf 封闭 . 

定理 3-7-12 ” 若 { wu | ie 7/)} 是 开 集 U 上 的 一 个 上 定向 的 上 
调和 函数 族 ，D 是 U 的 一 个 连通 分 支 ， 则 

u:=sup{uliel} 

在 DD 要 么 上 调和 ， 要 么 恒 等 于 um. 

证 明 由 定理 1-4-4 知 ，x 是 下 半 连 续 的 , 类 似 于 定理 3-7- 
10， 不 难 推出 x 满足 上 平均 性 质 . 口 

回顾 8$ 1.4 定义 过 的 拓扑 空间 上 的 函数 的 下 半 连 续 正 则 化 . 

关于 开 集 UV 上 的 函数 /, 那个 函数 值 点 点 小 于 或 等 于 /的 最 
大 下 半 连 续 函数 记 作 / ， 称 为 / 的 下 半 和 连续 正则 化 . 

容易 验证 , Vx e U,f (x) = sup(inf f(y)) ,其 中 G 是 x 的 开 


邻 域 . 也 就 是 说 ,只 要 把 U 看 成 一 个 拓扑 子 空间 , 这 里 的 定义 与 
§ 1.4 的 定义 一 致 . 

定理 3-7-13 ” 若 { vi|ie 1} 是 开 集 U 上 的 一 个 下 定向 的 , 局 
部 下 有 界 的 上 调和 函数 族 , 则 x := inf {w|ie 1} 的 下 半 连 续 正则 
化 站 在 过 为 上 调和 . 

证 明 易 验 证 , u 满足 球体 上 平均 性 质 . 虽然 未 必 下 半 连 
续 ， 但 集 {x e XX|#(x) < u(x)} 是 一 个 零 测 集 ( 甚至 是 极 集 ， 见 § 
7.1 及 练习 7.4.11), 故 由 定理 3-4-4 易 知 ，ii 满足 球体 局 部 上 平 
均 性 质 ， 从 而 为 上 调和 . 口 

定义 ”在 开 集 UU 上 的 一 个 上 调和 函数 族 & 称 为 上 调和 饱和 
族 ， 如 果 满 足 : 


134 


1) 若 uve EE 则 inf {u,v}e EE; 
2) 车 ue 2E, 则 对 任意 闭 包 在 U 的 球 B,，Ttpue E. 
定理 3-7-14 设 2 为 开 集 U 上 的 上 调和 人 饱和 族 ， 则 对 UU 的 
每 个 连通 分 支 G, 在 G 上 w:=inf8 要 么 调和 , 要 么 恒 等 于 -~. 
证 明 任 取 上 U 的 一 个 连通 分 支 G 及 闭 包 在 G 的 球 B. 因为 
对 任何 we 28, Tpue Etausu， 故 w=inf{tsu|ue EE). 由 条 
件 1, 若 uve 2E， 则 inf {u,v}e 2; 由 
TB( inf { u,v})<inf {rau, zy 
知 {taulue 2 } 是 下 定向 族 , 据 定理 3-6-5, 在 8 上 w=inf2E. 要 
么 调和 ， 要么 恒 等 于 -ow. 由 8 的 任意 性 及 定理 3-6-5 推出 结论 . 
口 
这 个 定理 很 重要 , 可 用 于 证 明 一 些 开 集 上 的 Green 函数 ( 见 
下 节 ) 的 存在 性 及 用 于 Perron 方法 来 求 广义 Dirichiet 问题 的 解 . 
在 调和 空间 直接 用 Perron 方法 定义 广义 Dirichiet 问题 的 解 , 由 于 
两 处 的 叙述 相近 ， 这 里 不 作 介绍 . 


§ 3.8 Green 函数 与 位 势 


定义 设 UV 为 开 集 ， 若 在 Ux U 上 存在 满足 下 面条 件 的 正 
数值 函数 Gu， 则 说 上 存在 Green 函数 ，Gu 为 坟 的 Green 
函数 : 

1) 对 每 个 x e 以 存在 U 上 的 调和 函数 h. = h(x,* ) 使 得 
Gu *)= Kr+h, 这 里 KK: = K(x,y) 是 尼 (N>2) 的 基本 核 ( 见 
§3.1); 

2) 对 每 个 xe U， Gu(x,* ) 是 函数 族 

F:= {vlv20 且 在 U 可 表 为 某 个 上 调和 函数 w 与 KK 之 和 } 
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中 的 最 小 者 , 即 Gu(x, * ) e F 且 对 任何 ve F 都 有 v> Gulx，). 
由 定义 立即 推出 , 若 UU 上 有 Green 函数 ， 则 必 唯 一 . 
定理 3-8-1 § 3.3 在 球 B = B(y, p) 上 的 定义 的 G 函数 G: 是 
该 球 上 的 Green 函数 . 
证 明 由 定义 , G = K(x, * )+ hh， 


忆 fog(ly—xllz—x*/p), x#y, 
当 N=2, h(z) | Be ta eg 
N-2 
-p 
rp 工 天 号 
=j」 dx 一 串 z 一 xD 

当 N23, hz)=] -| 

万 ， X=y. 


由 定理 3-6-7， 易 验证 hh 在 B(y, p) 调和 . 从 而 G: =G(x, * ) 在 B 
为 上 调和 ; 又 ， 它 在 68 的 边界 极限 都 等 于 0， 由 极 小 值 原理 推 
出 ，G: >0 在 B8 成 立 . 
进一步 , 车 v > 0 且 在 了 可 表 为 某 个 上 调和 函数 w: 与 后 之 
和 . 那么 ， 对 任意 6 e688， 
lim inf-c {(K(x, z)+wx(2)) - (K(x, 2)+h(z))] 
= lim inf.se [K(x, 2)}+ws(2)] - lim:»¢ G(x, 2) 
= lim inf, se [K(x, z)+w(z)] >0. 
故 刀 上 的 上 调和 函数 wz -各 对 任意 Se 608， 满足 
lim inf_c [wx(z)- hx(z)] > 0. 
由 极 小 值 原理 推出 ，w, - h>0， 从 而 v> Gx 在 B8 上 成 立 . 这 就 
证 明了 G: 是 该 上 的 Green 函数 . 口 
限于 篇 幅 ， 我 们 不 去 证 明 Green 函数 在 一 个 开 集 存在 的 条 
件 ， 而 直接 指出 : 
定理 3-8-2 
1) 当 NN>3 时，R"* 的 每 个 开 集 U 都 有 Green 函数 Gu ; 基本 
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核 Ke= K(x, y) 就 是 全 空间 RY 上 的 Green 函数 ; 

2) 当 N=2 时 , 不 存在 全 空间 RR 上 的 Green 函数 ; 一 个 开 集 
上 U 的 余 集 车 具有 严格 正 的 容量 , 例如 U 的 余 集 包含 一 个 连续 统 ， 
则 UU 上 必 有 Green 函数 ( 参看 第 十 一 章 ) . 

定理 3-8-3 ” 设 开 集 U 上 存在 Green 函数 Gu， 则 Gy 具有 下 
面 性 质 : 

1) (对 称 性 ) 对 每 个 re U,ye UU 有 Gu(x,y)= Gu 0y, 7); 

2 ) (调和 性 ) 对 每 个 xe U,ye U, 有 Gu(x,…) 在 U 为 上 
调和 ,在 U\{x} 调 和 ; GA : ,在 U 为 上 调和 ， 在 U\{y} 调 和 . 

3 ) (严格 正 ) 对 每 个 xe U, Gu (x, * ) 在 U 严 格 正 . 

4) (0 边界 值 ) 对 每 个 xe U，inf { Gu (x, yye =0, 当 
U 的 边界 由 有 限 条 Jordan 曲线 组 成 时 ，GiA(x,: ) 在 每 个 边界 点 以 
0 为 极限 值 . 

5 ) (极点 的 孤立 性 ) 对 每 个 xe U，GiAx, : ) 在 任意 一 个 其 
闭 包 包含 于 U 的 球 B(x, r) 之 外 有 界 ; 在 U 的 、 包 含 x 的 连通 分 
支 D 上 限制 就 是 Gp(x,* ); 在 不 包含 x 的 连通 分 支 上 恒 等 于 0. 

6 ) 〈 关 于 定义 域 的 单调 性 ) ”若非 空 开 集 VcU, 则 上 
存在 Green 函数 Gr， 且 Gy< Gv. 

其 中 性 质 2) ~ 6 ) 的 证 明 可 据 定义 及 上 调和 函数 的 性 质 直 
接 推出 . 性 质 1 ) 的 证 明 较 繁 ， 包 括 要 用 到 下 面 定义 的 调和 下 属 
等 的 性 质 . 

定义 若 u 在 开 集 上 U 为 上 调和 函数 ,h 在 U 调 和 且 h<u, 就 
说 h 是 wu 的 一 个 调和 下 属 . 若是 4 的 一 个 调和 下 属 , 且 对 的 
任意 调和 下 属 v， 都 有 v < h， 则 称 h 是 uw 的 最 大 调和 下 属 . 

车 u 在 开 集 U 为 下 调和 函数 ， 则 x 的 调和 上 属 与 最 小 调和 
上 属 分 别 定义 为 ~- x 的 调和 下 属 与 最 大 调和 下 属 . 

定理 3-8-4 若 u 在 开 集 U 为 上 调和 函数 且 有 一 个 调和 下 
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属 ， 则 x 在 以 必 有 唯一 的 最 大 调和 下 属 . 口 

定理 3-8-5 设 开 集 U 上 存在 Green 函数 Gu， 则 对 每 个 xe 
U，Gu (x,* ) 在 U 的 最 大 调和 下 属 为 0. 口 

定义 ” 设 开 集 U 上 存在 Green 函数 G= Gu, 4 为 U 上 的 广 
义 测度 ， 当 下 面积 分 在 U 处 处 有 意义 时 ， 它 所 定义 的 U 上 的 函 
数 G 叫做 4 的 Green 位 势 : 

GO= 业 eaupD， xeU 
特别 ， 当 /为 U 上 的 测度 ，G 为 上 调和 时 ， 则 称 G, 为 位 势 . 

今后 在 调和 空间 中 考虑 的 位 势 就 是 这 种 位 势 的 推广 . 

定理 3-8-6 ” 设 开 集 U 上 存在 Green 函数 G := Gy, 4 为 U 
上 的 测度 ， 则 G, 在 U 的 任意 取 定 的 连通 分 支 上 要 么 上 调和 ， 要 
么 恒 等 于 o%. 

证 明 设 D 是 U 的 一 个 连通 分 支 ，{D)} 是 相对 紧 的 开 集 的 
单调 增加 列 , 使 得 Dc D, > Dj=D. 对 每 个 je N, 及 x e DD， 
定义 

G%, (x,* )= min { GG, ),7}; 
y= OV)dp0). 


因为 py 为 U 上 的 Radon 测 度 ,jp( D) < py(D,)< om. 利用 Green 
位 势 的 对 称 性 及 G(x, ' ) 在 D 上 的 广义 连续 性 知 ， 当 xyx 时 ， 
GG ，) 一 GC，) 从 而 
G# (i, ) = 0G*(x,* ). 
因 G% (x,* ) 以 自然 数 j 为 上 界 ， 据 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 当 
x 地 x 时 ， 
wy (0) = be Dad) b 6% dy) = wx). 

这 说 明 w (x) 在 D 连续 . 因为 集 列 { D } 单 调 增收 敛 于 D， 函 数列 
{G9j} 单 调 增收 敛 G(x , * )， 由 Lebesgue 单调 收敛 定理 ， {uw } 单 
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调 增收 剑 C， G, 作 为 单调 增 连续 函数 列 的 极限 在 D 为 下 半 连 续 . 
由 于 G(x, y) 关 于 x,y 对 称 ， 对 每 个 ye D，G('… ,y) 在 U 为 
上 调和 ， 对 闭 包 在 D 的 球 Bx, 四 有 : 
L(G;x rr)=L(h Go, Wap);x ,7) 
lsd 
zw ee (lo Gtx, Wap Odol). 


CN 
由 Fubini 定理 ， 
L(G x)= J LGC, y); x Day) 
sh Go, yap 0) = 6,0). 

这 说 明 G, 满 足 上 平均 性 质 . 因此 ,车 G, 在 D 上 不 恒 为 m， 则 
必 为 上 调和 . 口 

引 理 3-8-7 设 开 集 U 上 存在 Green 函数 G := Gu，/ 为 以 
上 的 测度 ,pw(U) <w 且 有 一 个 闭 包 在 U 的 球 8 使 得 4(8)=0, 则 
在 U 的 包含 8 的 连通 分 支 D 上 ，G, 为 上 调和 

证 明 设 xe B8，, 则 由 定理 3-8-3 性 质 5 知 ， G(x,') 在 U\B 
有 界 且 G(x， ) 在 U 的 其 它 连通 分 支 上 恒 等 于 0. 又 由 于 4(B) = 
0, 故 

G49= fo wd) = on dn Wo 


这 说 明 G, 不 恒 为 wo. 由 上 一 一 定理 知 ， Gu 为 上 调和 . 

定理 3-8-8 ” 设 开 集 U 上 存在 Green 函数 ，4 为 U 上 的 测 
度 ，w(D <o,， 则 G 为 位 势 . 

证 明 先 设 U 为 连通 的 . 考虑 一 个 闭 包 在 U 的 球 B， 于 是 4 
= 向 + 已， 这 里 j4:=jb 与 各 :二 Aloe 分 别 是 p 在 8 与 U\B 的 
限制 ，y (UV\B)=0, 14(B)=0. 显然 ， 

Gu= Gp, + Go，. 
由 上 (=0 及 ja(U)<p(U)<w%， 据 上 一 引 理 知 G,，, 为 位 势 . 


139 


注意 到 8 c UV, 存在 一 个 闭 包 在 U\8 的 球 8, 显然 /a(S) = 0， 
At(LD < om. 同样 据 上 一 引 理 知 Gv ,为 位 势 . 因此 Gx 为 位 势 . 

车 U 不 连通 , 设 {U } 为 U 的 所 有 连通 分 支 ， 它 至 多 是 可 数 
个 . 对 每 个 j, 令 jy 为 Ky 在 U 的 限制 , 那么 jy (U; ) < om. 由 
Green 函数 的 性 质 (定理 3-8-3 ) , 当 x 在 某 个 U 时 , G(x, *) 在 
U 的 限制 就 是 U 上 的 Green 函数 G) (x, * )， 它 在 其 它 分 支 上 恒 
等 于 0. 故 

GA = G6 dp 0)=h, Ge, y) dy) 
最 后 一 式 就 是 jy 在 U; 的 Green 位 势 ， 由 上 有 段 的 证 明知 , 它 在 
.世上 为 上 调和 . 从 而 推出 G, 在 U 为 位 势 . 口 

从 位 势 论 的 发 展 历史 看 ，Green 位 势 是 对 数位 势 (N=2 ) 及 
Newton 位 势 (N > 3) 的 发 展 . 

当 N > 3 时 ， 由 于 基本 核 K 是 局 全 空间 的 Green 函数 G， 
故 RR 上 的 Newton 位 势 与 Green 位 势 一 致 ， 当 /为 Rw 上 的 测 
度 ,4(RY)<w% 时 ， 则 G,= Ur 为 位 势 . 

当 N = 2 时 ， 由 于 基本 核 K 不 是 正 的 ， 全 空间 RR 上 不 存在 
Green 函数 ; 关于 测度 的 对 数位 势 一 般 也 不 是 正 的 ， 定 理 3-8-6 
的 证 明 中 用 到 Fubini 定 理 一 般 也 不 能 用 于 对 数位 势 . 但 是 我 们 有 
下 面 定理 : 

定理 3-8-9 ”车 限 制 /为 RR 上 的 具有 紧 支 柱 C 的 测度 ， 则 
以 为 上 调和 函数 ， 

证 明 事实 上 ， 对 任意 圆 盘 B(x , 7), 由 于 -log| x- 川 在 
五 mxC 广义 连续 ( 即 作为 从 B(x,7)xC 到 [ - o%, om] 的 映照 连 
续 ) ， 且 不 取 - om 为 值 ， 故 有 实数 上 使 得 

-log|x-y+k>0 
在 B(x,r)xC 成 立 . 注意 到 对 每 个 re RR，-log|x-y|+k 作为 
上 的 函数 是 上 调和 的 ， 在 B(x, 7) x C 应 用 Fubini 定理 得 
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LU4Szyr)+EAO= [1L(-logk -H+ bx, 7) dp 0) 
sJ(-togk-y+h du0) 
= U(x) + ky (O), 
A(O<o, 得 L(USxyr)<U*(x), 即 到 在 应 满足 上 平均 性 
质 . 又 ，U*(x) > - (OC)>-%. 同时 可 类 似 定理 3-8-6 证 阴 U* 
在 B(x , 7) 为 下 半 连 续 . 再 由 B(x , 7) 的 任意 性 推出 ，U’* 在 到 为 下 
半 连 续 . 这 样 ， 已 证 得 UY 为 上 调和 函数 . 口 
定理 3-8-10 ”车 尺 的 开 集 UU 上 存在 Green 函数 ， 测 度 w 的 
支柱 包含 于 U, 则 对 数位 势 与 VU 上 的 Green 位 势 相 差 一 个 调和 范 
数 . 
证 明 实际 上 ， 由 Green 函数 的 定义 ， 是 对 每 个 r es 以 存 
在 以 上 的 调和 函数 请 = h(x,* ) 使 得 Gu(x,' )= 狼 +h:， 故 


G0) = {KGe, y) dy) + {hlx, y) dp 0) 


= Ur(0) + fh ») dp 0), xeU 
由 Green 函数 的 对 称 性 知 h(x, 力也 有 对 称 性 ， 从 而 易 推出 
fa, yw dn 0) 


的 调和 性 . 口 

定理 3-8-11 若 RR 的 开 集 U 上 存在 Green 函数 , G, 为 测度 
/的 位 势 ， 那 么 Gy 在 U 的 最 大 调和 下 属 为 0. 口 

进一步 ， 我 人 有 下 面 重要 定理 : 

定理 3-8-12 Riesz 分 解 定理 ) ”车 R" 的 开 集 U 上 存在 
Green 函数 G，u 在 U 为 上 调和 ， 则 存在 唯一 的 0 上 的 测度 
使 得 对 任何 闭 包 在 上 的 相对 紧 开 集 有 

u=( Go)up + hp= | Gols, pydpp 0) + ho (8.1) 

这 里 ho 是 在 DD 的 最 大 调和 下 属 ，( Go) 是 测度 在 D 上 
的 限制 kp 所 对 应 的 、D 上 的 Green 位 势 . 特别 ， 当 在 U 上 为 
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正 上 调和 时 , 则 x= Gs+h, 这 里 h 是 x 在 忌 的 最 大 调和 下 属 . 口 
注 这 个 定理 特别 重要 之 处 在 于 ，u 所 对 应 的 测度 A 唯一 
且 (8.1) 式 与 DD 的 选取 无 关 . 口 


8$3.9 第 三 章 练习 题 


练习 3-9-1 验证 : 在 R"(N > 2) 中 ， 对 那些 仅 与 到 一 个 定 
点 上 的 距离 
r=|x- 计 
有 关 的 二 次 连续 可 微 函数 u(x) = u(r)， Laplace 算 子 具有 下 面 极 
坐标 形式 : 
dr’ r dr 
以 RR 时 为 例 说 明 ， 当 zx 与 有关 时 ，Laplace 算 子 的 极 坐标 形 
式 必 含 有 对 6 的 偏 导数 的 项 . 
练习 3-9-2 分 别 用 Laplace 算 子 的 直角 坐标 形式 与 极 坐标 
形式 验证 基本 调和 函数 K(y) = K(x ,y) 在 Re \b} 调和 . 
练习 3-9-3 验证; 当 yz 取 定 , 1:=|y -zj 则 下 面 函 数 /: 
/9-H 
i 
在 RY \{z} 调 和 且 有 任意 阶 连续 的 偏 导 数 . 
练习 3-9-4 验证: 当 z=(z1,z2…, zw1, 0 ) 取 定 ， 旭 下 面 
函数 g: 


Au sr>0 


gl) =— 


1x-z 


在 上 半空 间 {x= (x…,xyw)|xw>0} 调和 . 
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练习 3-9-$ ”验证 : x 若 在 开 集 忆 调 和 ， 则 

a)1ul 在 U 为 下 调和 ，-|ul| 在 U 为 上 调和 . 

b) 六 :=sup {uw,0 } 在 U 为 下 调和 ; wi := inf {w,0} 在 U 为 上 
调和 . 

练习 3-9-6 设 / 为 平面 的 区 域 D 上 的 复 解析 函数 , 则 | 太 P 
在 D 为 下 调和 (其 中 p>0 为 实数 );log |f| 在 D 下 调和 生 在 f 非 
零 的 点 集 上 为 调和 . 

练习 3-9-7 ”证明 附注 3-7-3. 

练习 3-9-8 设 f 为 98 (x, r) 上 的 Lebesgue 可 积 函 数 ， 又 
设 在 5e 88 的 一 个 邻 域 上 f<( 常 数 ) 几乎 处 处 成 立 ， 则 

lim sup PI(f ,B)(x) < 天 


进一步 ， 对 任意 5 es 6B， 
lim sup PI(f,B)(x) < limsup f(z). 
reBr6 zB ,2+6 

并 由 此 证 明定 理 3-5-3 和 3-7-10. 
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第 四 章 “ 调和 空间 的 一 般 理论 


本 章 介绍 调和 空间 的 一 般 理 论 . 通常 谈 及 调和 空间 时 指 的 
是 CC 调和 空间 ， 即 由 Constantinescu C 和 Cornea A 引入 的 公理 
体系 构成 的 调和 空间 , 它 包 含 了 Breiot 调和 空间 与 Bauer 调和 空 
间 (又 称 BBCC 调和 空间 ). 我 们 将 看 到 Brelot 调和 空间 必 是 
Bauer 调和 空间 ; 椭圆 调和 空间 是 Brelot 调和 空间 的 推广 ,实际 
上 ， 存在 着 非 Brelot 调和 空间 的 椭圆 Bauer 空间 . 

本 章 前 三 节 分 别 叙 述 CC 调和 空间 、Brelot 调和 空间 及 Bauer 
调和 空间 , 第 四 节 介绍 调和 空间 的 基地 空间 的 性 质 , 第 五 节 讨论 
超 调 和 函数 的 一 些 基 本 性 质 . 第 六 节 作为 补充 , 简要 介绍 关于 调 
和 簇 的 扫除 、 椭 圆 调和 空间 、 拟 正则 扫除 及 三 种 超 调 和 函数 . 

对 一 个 集 E 上 的 函数 族 3 及 EE 的 子 集 4, 称 3 能 分 辨 4 
中 的 点 ， 指 的 是 ， 对 4 中 不 同 的 两 点 x 与 y， 存 在 fg e 3 满足 
fg 0)f0)g (x) ( 按 惯 例 ,0 .w= oo :0=0). 对 巨 上 的 两 个 函 
数 族 3 与 3', 用 3 -3' 表示 函数 族 

{f-g| fey,gey), 
特别 ， 
-3={-f | fe3}. 

以 下 均 设 XX 为 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , 它 的 拓扑 为 7. 
以 下 谈 到 开 集 时 ， 若 未 加 另外 的 说 明 , 总 是 指 7 开 集 . 对 任意 开 
集 G, 用 MW'(G) 表示 G 上 的 Radon 测度 全 体 (Radon 测度 简称 为 
测度 ， 有 关 知 识 可 参见 8$ 2.3 ~ 8 2.6). 

定义 若是 定义 在 盛 的 拓扑 7 上 的 满足 下 面 三 个 条 件 的 


映射 , 则 2 称 为 蕊 上 的 一 个 函数 伐 (Sheaf of functions): 

(1) 对 任 一 开 集 G, MG) 是 G 上 的 一 个 函数 族 ; 

(2) 对 任意 两 个 开 集 G, U, 当 G < U 且 fe m0), 则 jlce 
MO); 

(3) 对 任意 一 族 开 集 { Gj|j se 了 记 G:=U{ G|j enD), 车/ 
是 G 上 的 旺 数 且 对 每 个 je I，/ 在 G 的 限制 属于 MG), 则 fe 
MO). 
称 /为 (其 ) 闭 包 (包含 ) 在 开 集 G 的 相对 紧 开 集 , 指 的 是 开 集 六 


的 闭 包产 是 紧 集 且 万 c G. 
84.1 MP 集 、 可 解 集 、CC 调和 空间 


定义 X 上 的 一 个 函数 筷 党 称 为 调和 徐 , 如 果 对 X 的 任 一 开 
集 V, KD 是 V 上 的 一 些 连 续 的 实 函 数 构成 的 实 向 量 空 间 . 一 个 
育 数 h 称 为 VY 上 的 窜 函 数 ,如 果 有 hh 的 定义 域 包 含 了 V 而 且 h 在 V 
上 的 限制 属于 人 K( 作 . 

定义 设 K 是 X 上 的 一 个 函数 簇 且 满足 : 对 每 个 开 集 G, WO) 
是 一 个 由 定义 在 G 上 取 值 于 (- o%, om] 的 下 半 和 连续 函 数 构成 的 凸 锥 ， 
就 称 多 是 式 上 的 一 个 超 调和 簇 . 一 个 函数 x 称 为 G 上 的 函数 ， 
如 果 wu 的 定义 域 包含 了 G 而 且 w 在 G 上 的 限制 属于 U (O). 

定义 设 % 是 XX 上 的 一 个 超 调 和 答 , 对 每 个 开 集 G, 令 

Ha(G):=( -MUG)) N MG). 

那么 HG) 是 由 G 上 的 一 些 连 续 函 数 构成 的 线性 空间 , Hu 是 六 
上 的 一 个 调和 息 , 称 为 % 关联 的 调和 艇 . 

定义 一 个 开 集 G 若 满足 下 面 极 小 值 原理 ， 则 称 为 关于 万 
上 的 超 调和 簇 色 的 一 个 MP 集 . 

极 小 值 原理 ”对 任意 fe WG), 车 /在 X 的 某 个 紧 集 之 外 取 
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正 值 且 对 每 个 ze 6G 有 
lminf f°) >0, 

则 在 G 上 有 />0. 

定理 4-1-1 设 % 是 上 的 超 调和 簇 ，G,V 是 的 开 集 , 广 
cG 且 满足 : (1) G 是 一 个 MP 集 ; (2) 若 xs UD), 则 inf{u, 0} e 
了 及; (3) 对 任意 x e V, 存在 ve UV) 及 了 的 一 个 紧 子 集 工 使 得 
v 在 x 取 有 限 值 目 infrzv> 0. 那么 了 是 一 个 MP 集 . 

证 阴 设 xeU(J 在 X 的 一 个 紧 集 K 之 外 取 正 值 且 对 每 个 
ze OV 有 ， 

liminf u(x)>0. 
设 xe KmV, 且 v, 上 如 定理 条 件 (3) 所 述 . 又 设 实数 e > 0. 令 
K:={ye(Lu RA uy) + evy) <0}. 

那么 Kk 是 了 的 紧 子 集 . 用 w 表示 G 上 的 函数 使 得 它 在 G\ VV 上 
等 于 0， 在 天上 等 于 inf {u+ sw 0} . 据 条 件 2，w e 天门 且 在 
VK 上 等 于 0， 据 扰 的 定义 知 w e WO). 因 G 是 MP 集 , 故 w 
是 正 的 ， 从 而 u(x)+ ev(x)>0. 由 s 与 x 的 任意 性 推出 zx 是 正 
的 . 口 

设 G 为 MP 集 . 对 G 的 边界 6G 上 的 函数 g, 用 多 “表示 MO) 
中 满足 下 面 两 条 件 的 函数 x 全 体 : 

(Du 在 G 上 为 下 有 界 , 在 蕊 的 某 个 紧 集 与 G 的 交集 之 外 取 
正 值 ; 

(2) liminf ux)>g(2), Yze8G. 
又 记 & 95 = -多 9 ， 再 记 

HE =inf HWE, HE=sup Wi, 

这 里 约定 inf 2 = o%, sup = 一 oo. 并 把 党 5 与 多 《中 的 元 素 分 
别称 为 关于 g 在 G 的 上 函数 与 下 函数 
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由 上 述 规定 可 直接 推出 下 面 性 质 : 

a) -He-H%, , HoHe; 

b) 对 任意 正 实数 上 成 立 : 万 8 = 万 8 ; 

c) 对 0G 上 的 函数 8, 若 f<g, 则 

HsHe, HOSH'; 

dd) 玉 $.e < 万 ?+ 有 0 当 不 出 现 (- wo) + wo 或 w+(-m) 时 成 

立 . 

定义 ” 开 集 G 的 边界 0G 上 的 一 个 函数 g 称 为 (在 G 关 于 %) 
是 可 解 的 , 如 果 万 g = H6 且 属 于 HG). 当 g 可 解 时 , 记 A9 代 
赫 万 8 或 H5. 

定义 ”如果 一 个 非 空 的 MP 集 G 使 得 每 个 g e K(6G) 关于 
可 解 ， 则 称 G 是 一 个 (关于 多 的) 可 解 集 . 

若 G 是 可 解 集 ， 则 对 每 个 取 定 的 x e G, 映射 g Fy 有 5 (x) 是 
K(6G) 上 的 一 个 正 线性 泛 函 . 据 Riesz 表现 定理 (定理 2-6-3), 在 0G 
上 存在 唯一 的 Radon 测度 ws 使 得 

好 =jedu，9sKoO 
这 个 测度 Ap:= A2 称 为 关于 G 在 x( 相对 于 ) 的 调和 测度 . 调 
和 测度 族 (ijsec 称 为 记 作 /At 或 4 称 为 G 上 的 调和 扫除 ( 参 
看 84.6) . 

对 6G 上 的 任意 函数 我 们 定义 KJ Go 或 usf 为 关于 

全 ( 或 关于 相应 的 泛 函 ) 的 上 积分 (关于 上 、 下 积分 的 概念 可 参见 
§ 2.3): 
HA/ =AmAA= 了 du ; 
当 x* 取 遍 G 时 ,就 得 到 G 上 的 一 个 函数 pc 或 简 记 为 uf. 特 
别 , 当 f e K(6G) 时 有 jf=HG. 由 广义 Riesz 表现 定理 (定理 
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2-6-4) 知 ， 当 了 为 可 测 且 A * 可 积 时 ， 上 积分 就 是 通常 的 积分 ， 
即 
f paps= ap 

注 1 上 面 在 定义 边界 函数 的 可 解 性 及 可 解 集 时 ,采用 了 
Perron 开创 的 、 在 Re 的 开 集 G 上 求 Dirichlet 问题 一 般 解 ( 或 称 
广义 解 ) 的 方法 , 也 称 为 WPB (Wiener-Perron-Brelot) 方 法 . 其 中 
天 9 与 & 《分 别 为 上 、 下 函数 族 ， 玉 与 了 《分 别称 为 关于 g 的 
上 解 与 下 解 ， 当 g 可 解 时 ，Hs 就 是 关于 g 在 G 的 Dirichlet 问题 
的 一 般 解 . 口 

定理 4-1-2 设 蕊 U 如 上 段 规 定 , G 为 可 解 集 ,x e G. 

a) 设 了 是 6G 上 的 任 一 数值 函数 ， 则 

Ho Ws bpdne sT fane < Hr 0), 

其 中 上 表示 下 积分 . 

b) 车 f 在 6G 上 是 下 有 界 的、 下 半 连 续 的 且 在 一 个 紧 集 之 
外 取 正 值 , 则 


有 = fane=p° (7); 

c) 特别 ， 当 g e MG)， 则 对 任何 闭 包 在 G 的 相对 紧 可 解 集 
7 都 有 Mg <g. 

证 明 a) 设 ve 死 9， 用 xu 表示 在 8G 上 用 下 式 定义 的 函数 

u*(2):= Am we uy) ， zeoG 
那么 ww 是 9G 上 的 一 个 下 有 界 、 下 半 连 续 函数 , w*>f 且 在 一 个 紧 
集 之 外 取 正 值 . 令 Q:= {g < K(0G )19 < w*}. 那么 对 每 个 ge @ 
有 u*e 死 9, 故 有 
Ja dpe =H° (0) su). 

从 而 
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ranss 厂 dns 
= supseg fq dy? < u(x). 
因为 w 是 任意 的 , 故 
[fans sH/ 6). 
同 理 可 证 
HG) < hfane . 
b) 现 设 /为 6G 上 的 下 有 界 ， 下 半 连 续 函 数 且 在 某 一 个 紧 
集 之 外 取 正 值 . 设 g s K(6G) 和 且 g<f, 则 
ja dpe =H° 0 <H9 0), 
从 而 
f fan <u om， 
c) 当 g es WMG，F 是 闭 包 在 G 的 相对 紧 可 解 集 时 ，g 在 紧 
集 六 下 有 界 ; 因 f:= glar 满足 b) 所 要 求 的 条 件 且 g 是 f 在 V 的 
上 函数 ， 故 在 了 上 有 Mg sg 口 
定理 4-1-3 设 X 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 为 上 上 的 一 个 
超 调和 函数 能，G 为 蕊 的 一 个 可 解 集 ， 球 是 G 的 一 个 开 子 集 使 
得 01/ c 6G ,那么 矿 是 可 解 集 且 对 任意 xe WW, 有 Ap” =A5. 因 
此 ， 若 天 局 部 连通 ， 则 任 一 可 解 集 的 任何 连通 分 支 都 是 可 解 集 . 
证 明 易 知 所 是 一 个 MP 集 . 设 fe K(OW). 那么 ,存在 g es K(6G) 
使 得 f= glaw. 因此 , 对 任何 ve 多 2? ,有 lwe 肛 8; 关于 下 函数 
的 情况 类 似 ， 从 而 ， 
He) SHY <HrsHS 
在 WW 上 成 立 . 这 说 明 于 可 解 . 口 
定义 ”设计 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,为 YX 上 的 一 个 超 调 


和 函数 簇 ， 若 下 面 四 个 公理 满足 ， 则 称 (X, 2 或 X 为 一 个 CC 
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调和 空间 ， 简 称 调和 空间 . 

在 调和 空间 中 ， 总 认定 邹 :=%h. 

公理 P ( 正 性 公理 ) : 亏 的 每 个 点 x 有 一 个 开 邻 域 U 及 某 个 
he MU) 使 得 h(x) #0. 

公理 R ( 可 解 性 公理 ) 关于 & 的 可 解 集 全 体 构成 X 的 拓扑 
基 . 

公理 C ( 完备 性 公理 ) : 对 任意 开 集 G 及 G 上 任意 一 个 取 
值 于 (- co，o] 的 下 半 连 续 函数 u, 若 关于 任 一 闭 包 在 G 的 相对 
紧 可 解 集 了 都 有 jx <x 在 了 成 立 ， 则 ze MO) . 

公理 BC( Bauer 收敛 性 质 ) : 对 任何 开 集 G, 若 { wu } 是 WO) 
中 的 一 个 单调 增加 列 且 局 部 一 致 有 界 ， 则 其 极限 函数 

u := limu, € HG ). 

定义 ”对 于 调和 空间 (X, 中 的 开 集 G，AHG) 的 元 素 称 为 G 
上 的 调和 函数 ， MXG) 的 元 素 称 为 G 上 的 超 调 和 函数 . 若 -是 G 
上 的 超 调和 函数 ， 则 x 说 是 G 上 的 次 调和 函数 . 

注 2 在 正 性 公理 中 , 条 件 h(x) 0 可 以 换 成 h(x) > 0. 进 一 
步 , 若 选取 x 的 开 邻 域 充分 小 ,可 以 保证 在 U 上 有 h(x) > 0. 口 

注 3 由 完备 性 公理 及 U 的 簇 性 质 可 推出 : 对 任意 开 集 G 
及 G 上 的 任意 取 值 于 (- o，o] 的 下 半 连 续 函 数 wx， 如 果 G 中 
每 个 x 都 有 一 个 开 邻 域 U.c G， 使 得 对 任何 闭 包 在 U 的 相对 紧 
的 可 解 集 D 都 有 /xs<x 在 DD 成 立 , 则 we UG). 

由 完备 性 公理 和 定理 4-1-2 之 c) 得 , 在 调和 空间 (X, 办 中, 对 
区 的 任 一 开 子 集 G，x e UG) 当 且 仅 当 对 任何 闭 包 在 G 的 相对 
紧 的 可 解 集 让 有 usu. 口 

注 4 通过 比较 超 调 和 函数 的 定义 ， 完备 性 公理 与 第 三 章 
关于 Re 中 经 典 的 调和 函数 的 定义 , 性 质 P 及 定理 3-2-7 的 结论 ， 
可 以 进一步 认识 公理 系统 的 相应 概念 的 历史 背景 与 直观 模型 . 
口 
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设 YcX 为 非 空 开 集 而 fe C(D 是 ZY 上 的 严格 正 的 函数 . 对 
了 的 每 个 相对 开 集 D, 令 
Urr(CD) ={ u /flu ee MD)}, 
则 Wyy 是 了 上 的 一 个 超 调和 簇 且 (Y, Nyy ) 是 一 个 调和 空间 . 当 
= 无 时 , 我 们 用 2r 代替 Wy. 另 一 方面 , 若 三 1, 则 用 Wy 代替 
Urjy， 这 时 ,，( 了 ,Uy) 叫做 ( 系 功 在 了 的 限制 , 也 叫做 (以 了 为 基 
地 的 ) 子 调和 空间 . 


§ 4.2 Brelot 调和 空间 


Trautz G 与 Doob J L 最 早 在 位 势 论 中 引入 公理 体系 . 在 他 

们 建立 的 基础 上 , Brelot M 于 1957 年 引入 了 一 个 较为 严格 的 公理 
系统 ， 其 中 要 求 调和 艇 具有 类 似 于 R* 中 关于 Laplace 方程 的 调 
和 函数 列 之 Harnack 收敛 性 质 的 性 质 一 后 来 被 命名 为 Brelot 收 
敛 性 质 . 由 此 出 发 ， 他 的 巴黎 数学 研究 院 迅速 获得 大 批 成 果 . 因 
此 ， 人 们 把 他 们 研究 的 空间 冠 以 Brelot 的 大 名 . 不 难看 到 ， 这 个 
空间 的 许多 性 质 是 经 典 位 势 论 中 相应 性 质 的 直接 发 展 . 其 实 ， 
Brelot 调和 空间 的 建立 就 是 为 了 统一 处 理 RY (N > 2) 中 与 比 
Laplace 方程 更 一 般 的 椭圆 型 方程 相关 联 的 位 势 ， 上 调和 函数 等 
位 势 论 概念 与 定理 的 . 后 来 Brelot 空间 发 展 为 更 为 一 般 的 空间 
一 椭圆 调和 空间 ， 它 对 应 于 Re 中 更 广泛 的 一 类 椭圆 型 微分 方 
程 . 

类 似 于 在 RY， 我 们 也 常 把 的 连通 开 集 称 为 区 域 . 

定义 设 艺 = (X, 7 ) 是 无 孤立 点 的 、 局 部 连通 的 局 部 紧 
Hausdorff 空间 , 党 是 XY 上 的 一 个 函数 策 . 序 偶 (X, W) 若 满足 下 面 
三 个 公理 ， 则 称 之 为 Brelot 调和 空间 ， 当 这 明确 时 ， 也 称 为 
Brelot 调和 空间 : 
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公理 1: 对 无 的 每 个 开 集 G，WMG) 是 连续 函数 空间 C(O) 的 
一 个 线性 子 空间 ， 

公理 2 关于 色 的 正则 区 域 全 体 构成 的 拓扑 7 的 一 个 基 . 

XX 的 一 个 区 域 D 称 为 关于 学 正则 的 或 简称 正则 的 ， 如 果 DD 
是 相对 紧 的 ， 其 边界 3D 是 非 空 集 ; 且 对 每 个 ge C(0D), 存在 唯 
一 的 函数 he C(D) 使 得 hlap=g 且 hlpe HD) 并 满足 : 当 g> 
0 时 必 有 有 h>0. 

公理 3 ( Brelot 收敛 性 质 ) 车 DD 是 上 的 一 个 区 域 ，{ ui} 
是 AHD) 中 的 一 个 单调 增加 列 且 存在 xoe D 使 得 {u(xo)} 有 界 , 则 

u := lim, ue RD). 

车 D 是 一 个 正则 区 域 是 ge C(6D), 将 满足 下 面条 件 的 函数 
h 记 作 及 :he C(D) 使 得 hlap=g 且 hlpe HUD). 于 是 , 对 任意 
取 定 的 D, 映射 gr Hs 是 C(0D) 上 的 一 个 正 线性 泛 函 . 据 Riesz 
表示 定理 ( 定理 2-4-2 ) ， 该 泛 函 对 应 着 8D 上 唯一 的 Radon 测 
度 Lx := J? ， 称 为 在 DD 中 x 的 调和 测度 ( 试 比较 $ 4.1 在 可 解 集 
的 边界 上 定义 的 关于 和 的 调和 测度 ). 类 似 于 § 4.1, 调和 测度 族 
(sxep 记 作 或 4 可 以 定义 8D 上 的 映射 4 (或 记 作 42 ) : 
对 8D 上 的 任意 数值 函数 了 

Af 0)= NW)=PT dp?, xeD. 

那么 , 4 或 42 把 9D 上 的 函数 映射 成 D 上 的 函数 . 

定义 在 Brelot 调和 空间 (%, 学 ) 中 , 设 G 为 开 集 , 则 称 HG) 
中 的 函数 为 G 上 的 调和 函数 . 对 G 上 的 下 半 连 续 函 数 wx， 若 G 
中 每 一 点 x 有 一 个 开 邻 域 大 ， 使 得 对 任何 一 个 闭 包 包含 于 矿 的 
正则 区 域 忆 恒 有 wou sx 在 万 成 立 , 则 称 x 在 G 上 (相对 于 义 ) 
是 局 部 超 调和 的 . 

用 WG) 表示 G 上 所 有 相对 于 杀 是 局 部 超 调 和 的 函数 全 
体 ， 则 容易 看 到 ， 对 所 有 开 集 都 作 同样 考虑 得 到 的 函数 簇 Ww 是 
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天 上 的 一 个 超 调和 簇 且 当 记 % “人 = Ws 时 有 Huv= 作 

引 理 4-2-1 设 (六 HH) 是 Brelot 调和 空间 , G 为 区 域 目 ue 
HWMO). 若 x 在 G 是 正 的 ( 即 x>0) 目 有 yeG 使 得 xz)=0, 则 zx 
在 G 上 全 等 于 0. 

证 明 设 w=iu, ie NN, 则 { 4} 为 HG) 中 的 单调 增加 列 ， 
因为 {wy)} 有 界 ( 实际 上 ， 每 个 w《y) =0) ， 由 公理 3 知 

w = limu, ee HO). 
故 对 G 中 的 x 都 有 0<iwux) < wx)<m,ie N; 所 以 ux)=0. 口 

引 理 4-2-2 设 (X, H ) 是 Brelot 调和 空间 ，D 是 一 个 正则 区 
域 ， 是 一 个 开 集 使 得 0D "Wz 名. 那么 对 DD 中 每 个 x 成 立 

JH? (0DN WW >0. (2.D) 

证 明 据 Uryshon 引 理 及 § 1.2 有 关 结 论 ， 可 选取 3D 上 的 
一 个 连续 函数 8， 使 得 8 不 恒 等 于 0，g 取 值 于 区 间 [0, 1] 之 中 
且 其 支柱 包含 于 9D Wt 因为 对 任 取 定 的 ze D，ghy H? (x) 
是 CUaD) 上 的 一 个 正 线性 泛 函 ， 故 H? 是 D 上 的 正 调和 函数 . 
因 g 不 恒 为 0 知 H2 也 不 恒 为 0. 再 据 上 一 个 引 理 推出 7? (x) > 
0，xeD. 对 DW 的 特征 函数 /， 显 然 有 0<g <f 因为 

A? (0DN W=|fp? =H? 0) 2H? (>0, 
从 而 (2.1) 式 成 立 . 口 

引 理 4-2-3 设 ( 蕊 有 ) 是 Brelot 调和 空间 ， 刀 是 大 的 一 个 区 
域 , ue WU(D). 若 x 在 也 的 一 个 非 空 开 子 集 矿 上 恒 等 于 w， 则 
它 在 D 上 也 恒 等 于 ww. 换言之 ，x 在 D 要 么 恒 等 于 wo， 要么 在 
刀 的 一 个 稠密 子 集 恒 等 于 oo . 

证 明 设 4:={xe DIu 在 x 的 一 个 开 令 域 上 恒 等 于 ow }， 显 
然 4 是 包含 万 的 开 集 . 我 们 断言 4=D. 否则 , 设 G 是 4 的 一 个 
连通 分 支 , 于 是 Gc D 且 Gz#D. 因 DD 是 连通 的 ,GGND 非 空 . 设 
Zz € 6G MD. 因 we UW(D), 由 局 部 超 调和 函数 的 定义 ,存在 z 的 
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一 个 开 邻 域 ， 使 得 对 任何 一 个 闭 包 包 含 在 天 的 正则 区 域 U0 都 
有 Husx 取 定 一 个 y e VAG 及 一 个 正则 区 域 U 使 得 z es U 
且 U 的 闭 包 包含 在 V\{y}. 因为 G 是 连通 的 , 故 9UNG 非 空 . 由 
于 wu 在 0U nG 上 恒 等 于 w, 据 上 一 引 理 知 : 对 任意 x e U 有 
Wi(0UNG)>0; 故 
u(x) 2 ux) =o， xeU 
这 说 明 ze 4， 与 z 的 定义 矛盾 . 故 4=D. 
定理 4-2-4” 设 (X, 伯 是 Brelot 调和 空间 ,D 是 X 的 一 个 区 域 ， 
ue UA(D) 且 在 D 上 有 w>0. 若 存 在 DD 中 的 点 z 使 得 ux(z)=0, 则 
2 三 0. 
证 明 令 GCG:={xeDlzxoo>0} 则 G 为 开 集 . 若 G 非 空 ， 
令 g:=limj (iw). 显然 , ge Uo(G). 因为 在 G 上 g=o, 由 上 一 引 
理 知 ,在 D 上 也 有 g=%. 这 表明 对 任意 xe D 有 wu(x)>0. 口 
定理 4-2-5 设 (4 是 Brelot 调和 空间 ，G 是 开 集 . 车 存 
在 fe Ur(G) m C(O) 使 得 infsf>0， 则 G 是 相对 于 Uo 的 一 个 
MP 集 . 
证 了 明 设 x e W(G) 且 具 有 紧 支 柱 K 使 得 在 G\ kK 上 有 
u>0， 并 且 对 每 个 ze 6G 有 
liminf u(x)>0. (2.2) 


xEGx—2 
我 们 要 证 x> 0 在 G 上 成 立 . 否则 ， 将 推出 

a:=info(u/f)<0. 
那么 由 wu/f 的 下 半 连 续 性 及 w 的 边界 条 件 (2.2) 推 出 ， 存 在 ye G 
使 得 


120) 

JOD) 

令 w=u-Qf, 则 weUK(G) 且 在 G 上 有 w>0. 因为 w(y)=0， 
由 定理 4-2-4 知 ， 在 G 的 那个 包含 y 的 连通 分 支 上 w 恒 等 于 0， 


C = 
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即 x= af 再 由 假定 w<0 且 infsf>0 知 , 这 与 (2.2) 式 矛盾 . 口 

下 一 定理 是 本 节 的 主要 结论 . 

定理 4-2-6 若 (和 4 是 Brelot 调和 空间 ， 则 (X, Uw) 是 一 
个 CC 调和 空间 , 而 且 每 个 局 部 超 调 和 函数 都 是 超 调和 函数 , 即 : 
若 G 是 开 集 ，x e WrG)， 则 在 任何 一 个 其 闭 包 包含 于 G 的 正则 
区 域 D 上 有 /Pu < 4u. 

证 明 设 忆 为 正则 区 域 ， 令 有 := 而 2 , 则 疡 s MD) 且 由 引 
理 4-2-1 知 在 万 上 有 h > 0 . 由 公理 2， 正则 域 全 体 构 成 了 的 一 
个 拓扑 基 ， 从 而 (X, Ws) 满足 $ 4.1 的 公理 P ( 正 性 公理 ) . 

又 ， 由 定理 4-2-5 知 ， 每 个 正则 域 都 是 MP 集 . 容易 看 到 ， 
对 每 个 正则 域 D 及 fe C(D) 有 

HP = 万 7 = 有 2 . 

因此 ，D 是 相对 于 yo 的 可 解 集 . 故 由 公理 2 得 知 ， 有 一 个 由 可 
解 集 构成 的 XX 的 拓扑 基 ， 即 $4.1 的 公理 R( 可 解 性 公理 ) 也 满 
足 . 

再 者 , 由 Ks 的 定义 立即 推出 yo 满足 公理 C( 完备 性 公理 ). 
而 公理 3 (Brelot 收敛 性 质 ) 成 立 显然 荀 涵 $ 4.1 的 公理 BC 
(Bauer 收敛 性 质 ) 成 立 . 因此 ，(% WUo) 是 一 个 CC 调和 空间 . 

下 面 证 每 个 局 部 超 调 和 函数 都 是 超 调 和 函数 . 设 G 为 开 
集 , ue WA(G), DD 为 正则 区 域 且 闭 包 包含 于 G. 由 于 wu 在 8D 下 
半 连 续 ， 故 

G= {fe K(OD)| fsx 在 0D } 
是 一 个 上 定向 集 且 x = sup G . 对 任意 fe G, 对 于 DD 的 任何 一 个 
边界 点 z 有 
liminf Wx) > uz) > (2). 


因为 D 正 则 , 故 H? 在 万 连续 县 在 9D 上 等 于 ， 从 而 由 上 式 得 
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liminf [u)-H? (0)] 20. 


xeD,x>z 


由 于 u-H? e Un(D), 又 DD 是 MP 集 且 姜 为 正则 ,从 而 其 闭 包 是 
紧 的 ， 故 由 上 式 及 上 一 定理 推出 ， 


u-H?>0 
在 D 上 成 立 . 再 由 
ux) 2 8? (0)= Jfdpy?, reD 
推出 
ulx) 2 fu du? = pn， xeD 口 


注 请 读者 比较 本 定理 与 定理 4-1-2 的 异同 点 ， 并 思考 其 中 
类 似 的 结论 为 何 采用 不 同 的 办 法 来 证 明 . 


§ 4.3 Bauer 调和 空间 


仍 设 邢 为 局 部 紧 Hausdorff 拓扑 空间 ,这 为 X 上 的 满足 $ 4.2 
中 公理 1 及 公理 2 的 一 个 调和 簇 ，WUo 为 相对 于 Z 的 局 部 超 调和 
函数 焦 , 用 H*(O) 表 示 开 集 G 上 所 有 超 调和 函数 组 成 的 集 ， 即 

Hr(G):={ ul|u 是 从 G 到 (-o，o] 的 下 半 连 续 函 数 且 对 每 个 

闭 包 包含 在 G 的 正则 区 域 D 满 足 /Pu<u}. 

定义 序 偶 (X, 有 ) 如 果 同 时 满足 8 4.2 中 公理 1、 公 理 2， 
§ 4.1 中 公理 P、 公 理 BC 及 下 面 的 公理 S， 则 称 为 一 个 Bauer- 
Boboc-Constantinescu-Cornea 调和 空间 , 简称 BBCC 调和 空间 或 
Bauer 调和 空间 : 

公理 S ( 分 辩 性 公理 ) : X 中 的 每 个 点 x 都 有 一 个 开 邻 域 G 
使 得 Hr(G) 能 分 辨 G 中 的 点 (分 辨 的 定义 见 本 章 开头 ) . 

下 面 我 们 先 证 明 Bauer 调和 空间 是 CC 调和 空间 ,然后 再 说 
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明 Brelot 调和 空间 是 Bauer 调和 空间 . 最 后 ， 举 例 说 明 Bauer 调 
和 空间 未 必 是 Brelot 调和 空间 ，CC 调和 空间 也 未 必 是 Bauer 调 
和 空间 . 

引 理 43-1 设 Y 是 X 的 一 个 紧 子 集 , 3 是 从 了 Y 到 (-%, om] 的 
一 些 下 半 连 续 函 数组 成 的 集 , 3 能 分 辨 了 中 的 点 且 S 中 存在 一 
个 严格 正 的 连续 函数 g. 车 fe 3 是 存在 x e 了 使 得 f(x) <0, 则 存 
在 Ee 了 使 得 f(D<0 且 单 位 正 质 点 & 4 是 满足 下 面 关 系 式 的 、 
了 上 的 唯一 测度 AL 

Judu su®, ues 
证 了 明 设 a:=-infy(f/g), 那么 x>0 且 在 Y 上 有 f+ag>0. 
因 f/g 在 紧 集 Y 下 半 连 续 ， 故 
K:={yerYlf0)+ag(x)=0}#8. 
显然 为 紧 集 且 在 K 上 有 f<0. 对 每 个 ye Y, 令 
WV:={ ue WD | fudys uy) vue 3}, 
其 中 WW'(7) 表示 了 上 的 Radon 测度 全 体 . 又 倒 
寿 :={ 4 CY|4 为 非 空 紧 集 上 且 4(Y\A4)=0 Vy € 4, Vu e WW} 
若 ye K, ye 和 WV ， 则 
0s[y+ag dy s+agky)=0, 
故 f+ag=0 pae, 即 j(Y\K)=0. 可 见 KeA. 

在 集 族 A4 中 规定 以 集合 之 间 的 反 包含 关系 为 次 序 “<”， 即 
VU Ve A,UsV 当 且 仅 当 Vc 以 于 是 4 中 每 个 线性 集 有 极 大 
元 . 事实 上 , 设 4c4 是 一 个 线性 集 , 那么 易 验 证 U := 由 "< A， 
于 是 ， 据 Zom 引 理 ， 在 4 中 存在 一 个 最 大 元 B，B C 天. 

下 面 证 明 8 为 单 点 集 . 设 x e 3 且 在 8 上 不 便 等 于 m, 那 
么 存在 正 的 实数 8 使 得 对 B 中 的 每 个 点 z 都 满足 u(z) + Bf(z) <0. 
令 

r=~infs[(u+£/)/g], 
则 r>0 且 在 8 上 有 wu+Pf+rg>0. 再 令 
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C=DeBluy)+h/0)+rg0)=0}, 
则 Cz 名. 类 似 于 对 的 讨论 可 推出 C e A 因为 8 为 最 大 元 且 
C 为 B 的 子 集 , 故 8=C. 即 在 8 上 有 
u=-pf-rg=(6-7)g, 
其 中 56:= -p-a. 这 说 明 3 的 每 个 元 素 w 在 8 上 与 g 成 比例 . 
但 据 题 设 ， 3 能 分 辨 了 中 的 点 ， 因此 8 只 能 是 单 点 集 . 记 
了 := {5}. 若 1e Mt, 则 4(Y\{ 和 9)=0. 于 是 ， 存 在 正 的 实数 上 使 
得 j=kés. 又 因为 
fuau< ue) uey, 

而 f( 全 <0,g( 旬 >0, 所 以 推出 k=1, 即 4=&e， 从 而 Me= {5}. 
面 | 

定理 4-3-2 ( 极 小 值 原理 ) 设 (X, 斩 是 Bauer 调和 空间 ，C 
为 开 集 . 假定 

a) 存在 ve WA(G)C(G) 使 得 infev>0 且 

b) Hr(G) 能 分 辨 G 中 的 点 ， 
则 G 是 关于 zUo 的 MP 集 且 Uo(G) = Ha(O). 

证 明 设 x e WA(G) 且 XX 有 紧 子 集 K 使 得 在 G\K 上 w>0， 
并 对 每 个 ze 6G 有 


liminf u(x)>0. 
xeCx-yz 


我 们 要 证 

A:={xeG|ux)<0}=8. 
用 反 证 法 , 设 4#@. 取 一 个 正 的 实数 上 使 得 对 一 个 取 定 的 xe 4 
有 u(x)+kvx)<0. 令 

B:=0y € A|uy)+kvy) 0}, 
那么 8 是 非 空 紧 集 . 用 了 表示 8 的 一 个 紧邻 域 使 得 Yc G, 考虑 
Ut+kv,v 以 及 Hh(G) 的 元 素 在 了 上 的 限制 所 组 成 的 函数 族 S， 
即 
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3={wrlw em oUt{u tk vl {vlr}, 

据 上 一 引 理 知 ,存在 ie 有 使 得 E* 是 了 上 满足 下 面条 件 的 唯一 测 
度 人 4: 

{fansf), fe3. GD 
因为 uv e WK(G), 可 选 一 个 正则 区 域 D 使 得 ge DcDc7Y 日 

Judu? su®, fvdp?< wa, 
而 对 于 he Hr(G)， 自 然 有 
fn dn? < ne). 

于 是 , 当 J=12 时 , (3.1) 对 每 个 fe 3 成 立 , 由 此 推出 , pw2 = 
6 但 这 与 je 分 布 在 6D 而 $e DD 的 事实 蔬 盾 . 因此 4 为 空 
集 , 即 在 G 上 有 wuw>0. 从 而 证 明了 G 是 关于 WW 的 MP 集 . 又 因 
为 Hz(G) c WA(G)， 故 G 也 是 关于 Hr 的 MP 集 . 

对 于 G 的 任何 开 子 集 V， 显 然 条 件 a) 与 b) 也 满足 ， 故 上 
关于 yor 及 Hr 也 都 是 MP 集 . 

下 面 证 明 ， 局 部 超 调和 函数 必 是 超 调和 函数 . 设 g e Us(O)， 
要 证 g e Hr(G). 任 取 一 个 正则 集 7 使 得 其 闭 包 站 包含 于 G. 在 OV 
上 ， 因 g 下 半 连 续 ， 故 可 表示 为 g= sup{fe K(0D)| fs<g}. 注 
意 到 对 任何 这 样 的 函数 f 及 8 上 的 任意 点 z 有 

lim: :xev g(x) > 8(z) >f(2). 
因为 是 正则 集 ， 所 以 Bj/ 在 六 上 连续 . 从 而 
lims sxer [g(x) - Hy’'()] 20. 
又 因 V 是 MP 集 , 故 [goo)- 孔 "oO]>0 在 V 上 成 立即 
Jan’ sg xer. 
由 Radon 测度 的 广义 Riesz 表示 定理 ( 定理 2-6-3 ) 推出 
gt) 2 J(supf) dy’ = gdp’ = pg), xer. 
即 g>Ag. 由 VV 的 任意 性 知 g 为 超 调和 函数 . 从 而 证 得 了 
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UAG) CHr(O); 
而 反 向 的 包含 关系 是 显然 的 ， 故 定理 获 证 . 口 

定理 4-3-3 若 0 4 是 Bauer 调和 空间 , 则 (X,W) 是 CC 
调和 空间 . 

证 明 首先 , 按 Bauer 空间 的 定义 ，$ 1 的 公理 P 与 公理 BC 
成 立 ( 因为 Uz 所 关联 的 调和 空间 就 是 多 ). 又 , 对 任何 正则 域 D， 
若 存 在 he HD) 使 得 infph>0 上 且 这 里 的 He(D) 能 分 辨 忆 中 的 
点 , 则 由 定理 4-3-2 知 , 刀 为 MP 集 , 从 而 是 可 解 集 . 由 8 2 公理 
2, 正则 域 全 体 构成 亏 的 一 个 拓扑 基 . 再 由 公理 P 和 公理 S 知 ,无 
的 每 个 点 x 有 一 个 邻 域 六 = ,使 得 上 存在 一 个 调和 函数 满足 
infp h > 0 且 Hr(V) 能 分 辨 V 的 点 . 于 是 , XX 的 每 个 点 的 那些 既 
是 正则 区 域 又 是 MP 集 的 邻 域 构成 该 点 的 一 个 邻 域 基 , 由 此 可 以 
得 到 区 的 一 个 由 这 种 可 解 集 构成 的 拓扑 基 . 这 说 明 公 理 R 成 立 . 
又 因 W 是 一 个 徐 , 由 局 部 超 调和 函数 的 定义 可 推出 公理 C 也 成 
立 . 综合 上 述 论述 知 (6 Wy) 是 CC 调和 空间 . 口 

注 可 以 证 明 , 若 (XW 是 一 个 CC 调和 空间 且 Hu 满足 8 
2 公理 2， 则 6 Ha) 是 一 个 Bauer 调和 空间 ( 见 定理 5-4-14 或 
文献 [10] 推 论 3.1.2 ) . 前 面 已 证 明了 Brelot 调和 空间 是 一 个 CC 
调和 空间 ， 由 此 推出 Brelot 调和 空间 也 是 Bauer 调和 空间 . 

例 1 设 X 是 NN 维 欧 氏 空间 RY(N> 1) 的 一 个 开 集 ，ay,bac 
(j=1,2,…,N ) 是 万 上 连续 的 实 函数 且 (ay) 是 X 上 的 一 个 对 称 
的 、 严 格 正 定 的 矩阵 . 令 

Ou 
Lu:= pT 3 + 2 
对 X 的 开 子 集 G, 令 
NMG) := {ue C(O)|Lu=0 在 G 成 立 }， 
则 (%, 1 是 一 个 Brelot 调和 空间 ( [10]Ex.3.2.7 ) . 特 当 工 为 
Laplace 算 子 A 时 ，H 就 是 经 典 的 调和 簇 . 此 时 ， 每 个 N 维 开 球 
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十 CU 


都 是 正则 域 . 这 时 , 无 中 的 开 球 全 体 是 无 的 的 一 个 拓扑 基 ， 公 理 
3 就 是 通常 的 Harnack 单调 收敛 定理 ( 参看 8$ 3.6 推论 3-6-6 ) . 
例 2 设 X 是 本 (V>1) 的 一 个 开 集 ，G 是 无 的 开 集 ， 令 


HMO:={ue CO |= Anu 在 G 成 立 }， 
N+l 


i=] 


此 处 Ay = 可 所， 则 CX 伯 是 一 个 Bauer 空间 ( 见 文献 138] 


或 [10] § 3.3), 但 不 是 Brelot 调和 空间 . 

例 3 X=R', 对 XX 的 任意 开 子 集 G， 用 K(G ) 表 示 G 上 这 
种 取 值 于 ( - %, oo] 的 下 半 连 续 函数 组 成 的 簇 : u 在 G 的 每 个 连 
通 分 支 上 是 单调 增加 的 ， 则 (X, YU ) 是 一 个 调和 空间 . 但 是 ， 没 有 
一 个 开 集 是 相对 于 Hu 正则 的 . 于 是 ， 这 样 的 空间 (X Hu) 不 是 
Bauer 调和 空间 . 

例 4 设 X 是 RR' 的 子 空间 (-1,1). 对 XX 的 任意 开 集 G， 用 
MG) 表示 G 上 这 样 的 连续 实 函 数 户 全 体 : 在 G\{0} 是 局 部 线 
性 的 而 且 当 0 es G 时 ， 存在 一 个 严格 正 的 常数 使 得 h 在 
GM(-e, 0) 上 取 常 数值 . 那么 杀 是 一 个 调和 灸 ， 它 具有 Doob 
收敛 性 质 ， 即 在 多 的 任意 开 子 集 G 上 ， 采 中 任何 单调 增加 的 序 
列 的 极限 函数 车 在 G 的 一 稠密 子 集 上 取 有 限 值 ， 则 该 极限 函数 
也 是 KG) 中 的 函数 . 

易 知 ，(X, 殉 是 一 个 Bauer 空间 但 不 是 Brelot 空间 ( 参看 文 
献 [10]Ex.3.1.7 ) . 


$4.4 调和 空间 的 基地 空间 的 性 质 
设 (XY 办 为 CC 调和 空间 . 


引 理 4-4-1 (Cornea A.) 设 了 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 
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3 是 C( 刀 中 的 一 个 上 定向 集 , 使 得 3 中 每 个 单调 增加 列 { 有 的 极 
限 函 数 是 连续 的 ， 则 sup 3 也 是 连续 的 . 

证 了 明 设 f:=sup3. 假定 f 在 ye 了 不 连续 . 因为 /下 半 连 

续 ， 故 
J 0) < lim supx»f 0. 

选取 实数 a,B 使 得 满足 

f0) <a< p< lim sup:» f(x). (4.1) 
任 取 fie 3， 则 fy) <f0) < a， 因 而 y 有 一 个 紧邻 域 K 使 得 在 
& 有 及 < c. 另 一 方面 ， 由 (4.1) 式 知 存在 xie Ki， 使 得 f (xi)> 及 
据 f 的 定义 ,存在 he 3, 使 得 fx)>B 且 > fi( 因 3 是 
上 定向 集 ) . 一 般 地 ， 由 归纳 法 可 推出 ， 对 每 个 ne N， 可 选取 
万 e 3, 的 一 个 紧邻 域 K 二 Ki 及 一 点 知 e 有 ,使 得 万 < 万 让 
在 所 上 有 <a 成 立 且 f(xw)>B neN. 

由 题 设 
8 汪 lim fn 

是 连续 的 , 点 网 { xz } 有 一 个 聚 点 ze rv Kn. 显然 gc) sw ( 因 
万 < x 在 各 成 立 , meN) . 另 一 方面 ， gm) >frrilxn) > PB 对 每 
个 自然 数 成 立 ， 推 出 g(x')>B. 矛盾 . 口 

定理 44-2 设 G 为 XX 的 开 集 ，gp 是 MHG) (他 表示 多 所 关 
联 的 调和 簇 ) 中 的 一 个 上 定向 集 , 若 p 在 G 是 局 部 一 致 上 有 界 
的 ， 则 supps HG). 

证 了 明 据 Bauer 收敛 性 质 〈 $ 4.1 公理 BC ) 及 上 一 引 理 知 
hn:= sup 有 在 G 连 续 . 对 任意 一 个 闭 包 包 含 于 G 的 相对 紧 可 解 集 
V， 因 为 h 连续 ， 故 1 h 在 VV 调和 . 因 每 个 g e gp 在 G 调 和 ， 故 
在 六 上 成 立 //g=g.、 从 而 由 定理 2-3-4 知 , 在 上 有 

h=sup{ glg ep}=sup{pe|ge tp} = h. 
即 hlye 拆 门 . 由 作 是 一 个 簇 及 7 的 选取 的 任意 性 知 六 e HKG). 口 

注 ”上面 这 个 定理 很 重要 ， 它 是 下 一 章 Perron 集 的 基础 . 
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定理 4-4-3 若 (X,%W) 是 调和 空间 ， 则 地 是 局 部 连通 的 . 

证 明 任 取 xs 所 据 正 性 公理 ( 8$4.1 的 公理 P 或 注 2) ， 
存在 x 的 一 个 开 邻 域 G 及 he HG) (分 表示 人 关联 的 调和 簇 ) 
使 使 得 h > 0 在 G 上 成 立 . 用 名 表示 G 的 既 开 又 闭 (相对 于 G 
的 ) 且 包 含 x 的 子 集 全 体 . 对 每 个 Ve B， 用 hy 表示 G 上 这 样 
的 函数 : 它 在 上 取 零 值 而 在 G\V 上 取 的 值 . 因 了 既 开 又 闭 ， 
故 he MG) 县 :={ hw1Ve 加 ) 是 上 定向 集 . 因 0 < hz<h 
故 包 为 局 部 一 致 有 界 篮 . 由 上 一 定理 知 ,uw := sup ge MG). 从 而 
4 在 G 连续 ， 因 此 集 

存 :={yeseClzx0)=0={yeGlxo)<noo} 
为 G 的 既 开 又 闭 子 集 , 从 而 所 e 多 而 且 所 是 名 的 极 小 元 , 因为 
它 不 可 能 有 一 个 既 开 又 闭 的 、 包 含 x 的 真子 集 . 这 也 说 明 凡是 x 
的 一 个 连通 邻 域 . 由 x 的 任意 性 推出 多 是 局 部 连通 的 . 口 

推论 4-4-4 ”调和 空间 (X, 驳 具 有 一 个 由 可 解 区 域 构成 的 拓 
扑 基 . 

证 明 由 定理 4-1-3 知 ， 一 个 可 解 集 的 任 一 连通 分 支 也 是 可 
解 的 . 据 公 理 R (参看 $ 4.1), 世 有 一 个 由 关于 YU 的 可 解 集 构成 的 
拓扑 基 . 又 据 本 定理 得 , X 的 每 一 点 有 一 个 邻 域 是 可 解 的 区 域 . 
因此 元 具有 一 个 由 可 解 区 域 构成 的 基 . 口 

定理 4-4-5 ”对 调和 空间 (XN), 天 没有 孤立 点 . 

证 明 设 xeX 是 孤立 点 ， 于 是 据 公 理 R， 单 点 集 {fx} 是 
可 解 集 、 因 它 必须 是 MP 集 , 故 当 we 2U({ x ), 必 有 wu>0. 这 表 
示 MH{x}) ={0}( 这 里 凶 是 % 所 关联 的 调和 灸 ) ， 这 与 正 性 公 
理 ( $4.1 公 理 P) 矛盾 . 口 

注 由 定理 4-4-5 及 定理 4-4-3 我 们 看 到 ,对 于 一 个 CC 调和 
空间 (% 了 0 来 说 ， 由 公理 本 身 可 推出 ,XX 没有 孤立 点 且 是 局 部 
连通 的 . 因此 , 在 定义 Brelot 空间 的 时 , 为 了 便于 论证 , 可 把 “X 
没有 孤立 点 且 是 局 部 连通 的 ”这 种 拓扑 要 求 作为 前 提 条 件 . 口 
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84.5 超 调和 函数 的 性 质 


本 节 将 讨论 CC 调和 空间 (X, WW) 中超 调和 函数 的 性 质 ， 中 
心 是 定理 4-5-4， 它 将 为 下 面 章节 推广 定理 3-7-10 作 准备 . 
定理 4-5-1 设 G 为 X 的 开 集 . 
1) 若 f;g € WG), 则 inftf g}e MO. 
2) 若 3 是 UG) 的 一 个 上 定向 子 集 ， 则 sup 3 e UG). 
证 明 (1) 设 上 VV 是 一 个 闭 包 包含 在 G 的 相对 紧 可 解 集 ， 令 
94:=inftf g}. 于 是 g 在 G 为 下 半 连 续 且 在 上 有 
Hqsufsf 有 mspgsg 
从 而 gq < inf{f' g} = 9. 由 完备 性 公理 (8 4.0 知 g e UG). 
(2) 设 f:= sup 3, 那么 f 在 G 为 下 半 连 续 且 对 每 个 3 中 的 元 g 
有 Wesg<f 在 V 成 立即 


A glx) sf (x), xer. 
由 上 定向 集 关 于 上 积分 的 性 质 ( 见 定理 2-3-4 ) 知 ， 
Hf) sf0), xey. 


再 次 利用 完备 性 公理 知 命题 2) 成 立 ， 口 
定理 4-5-2 ” 设 G,U 为 X 的 开 集 上 征 G c U, uw e MU ge 
UG) . 若 函 数 


u ,in U\G 
在 U 为 下 半 连 续 ,， 则 xz e WU). 
证 明 设 V 是 闭 包 包含 在 U 的 相对 紧 可 解 集 , 且 在 六 的 一 个 
邻 域 上 有 调和 函数 h> 0 ( 据 正 性 公理 ) . 由 § 4.1 注 3, 我 们 只 须 
证 明 对 每 个 这 样 的 广 有 jw wu*< wu* 即 可 . 进一步 ， 由 J Yu* 的 定义 
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“ee in G 


知 ， 只 须 证 明 对 任何 fe C(6V)， 当 f< w* 在 9V 上 成 立时 必 有 
fs<ut 在 到 成 立即 可 . 

取 定 一 个 这 样 的 f, 因 在 U 上 有 w*<wu , 故 在 了 上 有 性 Jsx 
任 取 s ew "及 任意 实数 > 0， 因 对 每 个 ze 6GNV 有 


liminf, {ut*(x) + eh (x)— s(x)} 


uz) + eh(z) -1 f(z) 
>eh(z)>0. 
故 在 6G MV 的 一 个 邻 域 与 GV 的 交集 上 有 wu*+ eh-s>0. 
从 而 ， 函 数 
ee in GAV 
0 ,in V\G 
属于 UU 中). 进一步 ， 对 每 个 ze BrmG 有 
lim inf ws(x) > u*(z) -f(z) > 0, 
所 以 ,对 每 个 ze 6V 有 
liminf we (x) > 0. 
由 于 V 是 MP 集 ， 故 we(x)20. 即 在 VAG 上 有 w*+eh> 
5. 令 e-> 0 得 ut>s. 再 对 s 取 上 确 界 ， 就 推出 在 VAG 上 有 
ut > f (5.1) 
而 在 VG 上 有 w*=u>yrf， 即 得 出 在 VV 上 有 (5.1) 成 立 ， 口 
定理 4-5-3 一 个 MP 集 的 任何 开 子 集 也 是 MP 集 、 
证 明 设 7 了 是 MP 集 ，G 是 二 的 开 子 集 , 设 ge MO) 且 存在 
紧 集 天 使 得 在 G\K 上 有 8g>0， 同 时 ， 对 每 个 ze 8G 有 
liminf gt) >0. 


令 
+ minfg,0} , in G 
g*= 
0 , in V\G, 
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那么 g* 在 了 下 半 连 续 . 据 上 一 定理 知 ,g*e MD). 由 于 和 是 MP 
集 且 显然 对 每 个 ye 7 有 
ye 20. 

从 而 在 了 有 8* > 0, 故 在 G 上 有 g>0. 这 说 明 G 是 MP 集 . 口 

定理 4-$-4 设 反 是 开 集 ， G 是 相对 紧 可 解 集 且 闭 包 包含 于 
WW 又 设 xeU ( 矿 ) ,ge UO) 且 在 G 上 有 /iu<g. 作 克 上 的 一 
个 函数 u*, 使 得 u* 在 矿 \G 上 等 于 x ; 在 G 上 等 于 inf {u, 8}); 
而 对 每 个 xe 6G, 有 

u*(x) = inf{u (x) ， liminf SCr) }. 

假如 wu* 在 8G 上 的 每 个 点 不 取 - m 值 ， 则 ute UW). 

证 明 ”由 w* 的 定义 知 其 在 所 为 下 半 连 续 . 设 了 是 一 个 相对 
紧 可 解 集 且 闭 包 包含 于 所 ,又 设 f 是 0V 上 的 连续 函数 且 f < u*. 
我 们 要 证 在 上 有 /Wf< w*， 从 而 推出 yu* < wu*， 这 样 就 可 由 
完备 性 公理 及 § 4.1 注 3 推出 所 要 的 结论 . 

注意 到 xx < u， 从 而 在 六 上 有 1Vf<u, 故 /Wf< ut 在 
V\G 成 立 . 再 设 s eK， 并 依 下 面 方法 将 s 延 拓 到 天 上 ， 即 对 
任意 ze 6V. 令 

limmp S (x). 

于 是 在 OV 上 有 s<f<u*<u， 从 而 在 FF 上 有 s<u. 因 s 为 
上 半 连 续 函 数 ，u 是 下 半 连 续 的 ， 可 选取 9 e C(0G) 使 得 在 0G 
上 g<u 而 在 6GNVF 上 s <g. 任 取 te 始 9, 并 考虑 GMV 上 的 
函数 

pg+t-s-/g. 

显然 p 在 GNV 上 是 超 调和 的 . 车 ze 9VMG, 则 

liminf, yyeGnMdg(y) —s(V)] > u*(z) —s(z) >/(z) —s (2) 20. 
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因为 1> /fg, 故 对 每 个 ze armG 有 
limipf, p0) 20. (52) 


yy 
若 ze 6GAV， 则 
liminf [ty) -sy))>9(2)-s (2)>0. 
ozJeGry 


因 在 8G 上 有 g <u, 故 在 G 上 有 /fg < yu < g. 从 而 对 ze 8GmF 
有 (5.2) 式 成 立 . 

因 G 人 7 是 一 个 MP 集 (由 上 一 定理 ) , 故 在 GNnV 上 有 p 
>0. 现 对 所 有 Le 色 y 取 下 确 界 函数 , 对 所 有 s e 多 * 取 上 确 界 
函数 ， 得 到 

8+Hg -NA-A9>0 
在 GMV 成 立 , 即 在 GmF 上 有 yf<g， 从 而 Vf< wt. 进 一 
步 ， 对 任意 xe 6GMV 有 
wl)= min{ux), limigh, gt)} > (#7) . 
综合 上 述 结果 知 好 fs u* 在 到 成 立 口 

例 4-5-5 设 X= 尺 , 对 XX 的 任意 开 集 G, 用 WO) 表 示 CG 上 
定义 的 、 这 样 的 、 下 半 连 续 、 下 有 限 的 数值 函数 x 构成 的 集 : u 
在 G 的 每 个 连通 分 支 上 是 单调 减 的 . 则 % 是 XX 上 的 一 个 一 个 超 
调和 秘 且 (X, 2 是 一 个 调和 空间 , 而 且 和 所 关联 的 调和 入 多 具 
有 Brelot 收敛 性 质 ( 即 满足 $ 4.2 公理 3 ) . 

证 明 对 任 一 开 集 G， 显 然 一 个 函数 he HG) 当 且 仅 当 h 
在 G 的 每 个 连通 分 支 上 取 实 常数 值 ， 因 为 它 必须 在 每 个 连通 分 
支 上 既 单 调 增 又 单调 减 且 不 取 +wm 值 . 由 此 ， 立 即 推出 党 具有 
Brelot 收敛 性 质 . 而 正 性 公理 ( $ 4.1 ) 显然 满足 . 

设 a,be R',a<b. 易 验证 开 区 间 D:= (a, b) 是 关于 的 可 
解 集 且 对 任意 x e D，1?= ss (2E5 表 示 在 8 点 的 单位 正 质量 分 
布 ) ， 即 对 任意 取 有 限 值 的 边界 函数 f，/f=f(5b). 显然 有 一 
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个 由 相对 紧 可 解 集 ( 如 有 限 开 区 间 ) 构成 的 拓扑 基 ， 即 公理 及 
($ 4.1) 满 足 . 因 Brelot 收敛 性 质 蕴涵 Bauer 收敛 性 性 质 ， 故 公理 
BC 也 满足 . 易 验 证 公理 C 也 满足 ( 留 给 读者 作 练习 ) 从 而 (8 0) 
是 一 个 CC 调和 空间 . 

因为 蕊 的 任何 相对 紧 的 连通 开 集 都 是 有 限 开 区 间 ， 它 显然 
不 是 正则 集 . 因此 $ 4.2 的 公理 2 不 能 满足 ， 因 而 这 个 调和 空间 
不 是 Bauer 调和 空间 ， 更 不 是 Brelot 调和 空间 . 

注 4-5-6 ”由 此 还 可 得 知 ,， 在 一 个 调和 空间 中 , 超 调和 艇 并 
不 是 由 调和 铀 所 唯一 确定 的 , 虽然 与 超 调 和 艇 相关 的 调和 簇 是 唯 
一 确定 的 . 事实 上 ，§ 3 的 例 3 将 上 例 中 所 有 uw 的 “单调 减 ”性 
质 都 换 成 “单调 增 ”， 而 得 到 另 一 个 超 调 和 艇 Wi 及 另 一 个 调和 
空间 (R', WU), 但 Ul 所 关联 的 调和 簇 与 % 所 关联 的 调和 和 卵 一 致 . 


§ 4.6 H 扫 除 与 椭圆 调和 空间 


本 节 是 $ 4.1 至 § 4.4 内 容 的 补充 . 限于 篇 幅 ， 其 中 有 的 命题 
的 证 明 略 去 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 Constantinescu C，Cornea A 
L101. 

以 下 若 未 加 声明 , 均 设 万 为 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 . 调 
和 和 灸 的 定义 见 8 4.1. 


1. 学 扫除 


定义 设 G 是 X 的 开 集 ,那么 9G 上 一 个 测度 族 w:= (ogsee 
称 为 G 上 的 一 个 扫除 . 对 8G 上 的 任 一 数值 函数 /， 用 wy 表示 
如 下 G 上 定义 的 数值 函数 : 
x fdo,. 


168 


定义 设 多 是 地 上 的 一 个 调和 艇 , G 是 相对 紧 开 集 ，w 是 G 
上 的 扫除 ， 若 下 面 两 条 件 成 立 则 称 w 是 一 个 党 扫除 : 

a) 对 任何 fe C(6G), wf 是 G 上 的 仓 函 数 . 

0) 车 h 是 G 的 开 邻 域 V 上 的 这 函数 ， 则 在 上 有 wh=h. 

测度 族 Q := ({wa|x es Gi}))iel 称 为 一 个 他 扫除 系 ,如 果 { Gi 
ie 1} 是 XX 的 一 个 拓扑 基 上 且 每 个 G; 是 相对 紧 开 集 ， 并 且 对 每 个 
ie7T,o:= {Wax|x€ Gi} 是 G 上 的 一 个 凶 扫 除 . 

例 1 设 (XW) 是 CC 调和 空间 ,，U 所 关联 的 调和 簇 凶 是 
一 个 调和 簇 . 当 G 是 一 个 相对 紧 可 解 集 时 ， $ 4.1 所 定义 的 相对 
于 多 的 调和 测度 族 4= := (kjsec 就 是 G 上 的 一 个 党 扫除 , 考 
卡 任 意 一 个 由 相对 紧 可 解 集 构成 的 基 久 就 得 到 一 个 他 扫除 系 . 

例 2 若 (8 4 是 Bauer 调和 空间 或 Brelot 调和 空间 ,他 当 
然 是 调和 簇 . 对 于 一 个 正则 区 域 D，§ 4.2 定义 的 调和 测度 族 

HU=A2= (2 juep 
是 D 上 的 一 个 绍 扫 除 ; 考虑 天 的 一 个 由 正则 区 域 构成 的 基 ， 就 得 
到 一 个 他 扫 除 系 . 

定理 4-6-1 若 志 上 的 调和 艇 凶 满 足 Bauer( 或 (2)Doob, 或 
(3)Brelot) 收敛 性 质 ( 见 $ 4.3，$ 4.2), 则 XX 的 任意 开 集 G 上 的 、 
任 一 个 由 G 上 的 党 函数 组 成 的 上 定向 族 的 上 确 界 函 数 s 是 一 个 
H 函数 ， 如 果 s 在 G 上 是 局 部 上 有 界 的 (或 相应 于 (2)， 在 一 个 
稠密 子 集 上 取 有 限 值 或 相应 于 (3)， 在 一 点 取 有 限 值 ，) 

证 明 参照 定理 4-4-2， 留 作 练习 . 口 

定理 4-6-2 若 X 上 的 调和 簇 党 满 尼 Bauer 收敛 性 质 ,( osey 
是 一 个 党 扫除 , f 是 9V 上 的 一 个 下 有 界 的 数值 函数 ， 则 wf 是 下 
半 连 续 的 且 对 任何 党 扫除 (w')ew， 当 天 CV 时 有 w'wf= wf 
在 WW 上 成 立 . 当 / 有 界 时 ，w/ 是 一 个 党 函数 . 

特别 ,在 CC 调和 空间 有 :Ar 下 半 连 续 , p00 有 = Ar ; 
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当 / 有 界 时 ，w!f 是 一 个 调和 函数 . 

证 明 先 假定 / 有 界 且 下 半 连 续 . 因 {wg|g e C(O7), g <f} 
是 由 让 上 的 兴 函 数组 成 的 上 定向 族 , 其 上 确 界 函数 就 是 wf, 据 
上 一 定理 知 ，wf 是 函数. 当 f 是 一 般 的 有 界 函 数 时 ，wf 是 下 
定向 族 

{ wulu>fu 有 界 、 下 半 连 续 } 
的 下 确 界 , 由 上 一 段 证 明知 每 个 wu 是 上 上 的 欠 函数 , 故 由 上 一 
定理 知 ，w/ 为 了 上 的 Z 函数 . 

对 一 般 的 下 有 界 函 数 /， 因 下 式 对 每 个 x e 上 成 立 推 出 ，wf 

为 上 的 下 半 连 续 函 数 : 
wf/ (x) =f fdo. = lim, inf{f, n}d@. = limn (winf {fn})(¥)OD 

定理 4-6-3 设 欠 为 X 上 的 调和 徐 且 X 上 存在 一 个 公 扫 除 系 . 
又 设 有 为 开 集 ，{ h| i e 7} 为 V 上 的 绍 函 数组 成 的 一 个 上 定向 
族 ， 若 其 上 确 界 函数 户 在 了 连续 ， 则 疡 为 六 上 的 孚 函数 . 

证 明 设 (wxjxew 是 一 个 包 扫 除 使 得 万 cyV， 则 对 任何 x 有 

(参看 $ 2.7 关于 Radon 测度 的 广义 Riesz 表示 定理 ) ， 
h(x) = supier pz) = supie! { hi d= { h dwr 
故 h 在 V 为 汉 函 数 . 口 


2. 公正 则 集 


定义 开 集 V 称 为 % 正 则 集 ， 若 Vy 上 的 任何 连续 函数 在 
大 上 都 有 唯一 的 延 拓 fi 使 得 它 是 普 上 的 有 函数 ， 并 且 当 也 是正 
的 时 斤 也 是 正 的 . 

对 于 学 正则 集 V， 及 任意 取 定 的 x e V， 从 CC9WD) 到 RR 的 映 
射 : ff(x) 是 一 个 正 线性 泛 函 , 从 而 定义 了 9 上 的 一 个 测度 
wo: ， 显 然 ， 测 度 族 wf:= (or ).er 是 六 上 的 一 个 凶 扫 除 . 
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定理 4-6-4 (Brelot M) 设 名 是 XY 上 的 调和 悉 ,， VV 是 一 个 绍 
正则 集 ， 到 是 洲 的 一 个 开 子 集 且 6WV/ c 6y. 那么 W 也 是 绍 正 则 
集 且 对 任意 xe 所 有 w= wy .于 是 当天 是 局 部 连通 空间 时 ,一 
个 正则 集 的 任 一 连通 成 分 也 是 正则 的 . 如 果 凶 满足 Brelot 收敛 
性 质 ( § 4.2 公理 3 ) 且 入 是 连通 的 正则 集 ， 则 对 任意 x e Wy， 
ow; 的 支柱 就 在 3V. 口 

定理 46-5 设 尼 2 是 一 个 CC 调和 空间 ，0 是 X 的 一 个 
开 覆盖 ,满足 : 对 任意 We 0 及 丈 中 任意 两 点 x 与 y, 在 WW 上 
都 存在 一 个 超 调和 函数 w 及 一 个 严格 正 的 调和 函数 h 使 得 

un 4) 
Mx) h(y) 
则 天 有 一 个 由 正则 集 构成 的 基 . 口 

定义 设 凶 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 万 上 的 调和 簇 . 又 设 丈 
是 局 部 连通 的 . XY 上 的 一 个 党 扫除 系 ({w|x es Gi})iey 在 元 的 一 
个 点 x 称 为 是 椭圆 的 ， 如 果 x 有 一 个 邻 域 U 使 得 对 任何 i e 7 
车 xe GicGic U, 则 ww 的 支柱 包含 了 4 的 闭 包 的 边界 ， 这 里 
4 是 G; 的 那个 包含 了 x 的 连通 分 支 . 车 一 个 扫除 系 在 XX 的 每 个 
点 x 都 是 椭圆 的 ， 则 称 该 扫除 系 是 椭圆 的 

一 个 调和 空间 X 称 为 椭圆 的 , 若 姜 有 一 个 由 相对 紧 可 解 集 
构成 的 基 多 使 得 扫除 系 ({o?|1x e G})ce s 是 椭圆 的 ， 其 中 ws 是 
G 上 的 调和 测度 ，( 参见 本 节 例 1 或 例 2). 

定理 4-6-6 每 一 个 Brelot 调和 空间 是 一 个 椭圆 的 Bauer 调 
和 空间 . 

注 (Constantinescu C，Comea A[10]) 非 Brelot 调和 空间 
的 、 椭 圆 的 Bauet 调和 空间 是 存在 的 . 

定理 4-6-7 设 X 是 一 个 调和 空间 ， 则 下 面 五 个 命题 等 价 : 

a) 凶 是 一 个 椭圆 调 和 空间 ; 
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b) 对 X 的 任意 一 个 由 相对 紧 可 解 集 组 成 的 基 B， 扫 除 系 


({w5|x e Goces 都 是 椭圆 的 ; 

c) X 的 任 一 取 定 的 连通 开 集 上 的 任 一 正 的 超 调和 函 要 么 在 
一 个 稠密 子 集 上 取 有 限 值 ， 要 么 恒 等 于 %; 

d) 存在 一 个 由 正则 集 构成 的 基 而 且 在 任 一 取 定 的 连通 开 集 
上 的 正 调和 函数 要 么 恒 取 严格 正 值 , 要 么 恒 等 于 0. 

例 设 X 是 Re (N 为 自然 数 ) 的 一 个 开 集 , ay, bs ec (ij= 
1,2,…, N) 是 车 上 连续 的 实 函数 使 得 mw = a 且 和 矩阵 (ay) 在 XX 
的 每 一 点 是 严格 正定 的 . 对 XX 的 任意 开 集 V， 用 MH) 表示 VV 上 
的 这 样 的 实 连续 函数 hh 全体: h 局 部 地 属于 B? (p > N )( Sobolev 
空间 ) 且 使 得 


Oh 
Ea ot + EY htenh- 0 


几乎 处 处 成 立 . 于 是 (X,  ) 是 一 个 椭圆 的 Bauer 空间 . (参看 
[10]ex. 4.2.8). 


练习 ”请 列 出 简 表 说 明 本 章 所 介绍 的 各 种 调和 空间 之 间 的 
包含 关系 ， 并 列 出 说 明 严格 包含 关系 的 例子 . 


3， 拟 正则 集 与 拟 正则 扫除 


设 o:= (orer 是 天 的 开 集 上 的 一 个 扫除 ,S 是 六 上 的 收 
伍 于 OV 上 某 一 点 y 的 一 个 点 子 . 
定义 ” 称 上 述 滤 子 3 关于 扫除 w 是 正则 的 , 若 w 沿 着 滤 
子 3 浑 收敛 于 ,或 等 价 地 ， 对 任何 fe KC6V ) 都 有 
limxs wf (x)=f0). 
上 式 等 价 于 ， 对 任意 实数 => 0， 存 在 y 的 邻 域 G 及 3 的 成 员 4 
使 得 4cG 且 对 任意 xe 4 有 
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|@f-f0)|<e. 
车 3 不 是 正则 的 , 就 称 为 非 正则 的 . 若 了 上 收敛 于 ye 6V 的 每 


个 滤 子 都 是 正则 的 ， 则 称 y 是 正则 的 边界 点 . 

定义 设 % 是 多 上 的 一 个 超 调 和 簇 , X 的 相对 紧 开 子 集 亚 
上 的 扫除 w 称 为 (关于 ) 拟 正则 的 ， 如 果 下 面 两 条 件 满足 : 

1) 对 任何 fe C(O0V )， 函 数 wf 是 有 界 的 Hh 函数 ; 

2 ) 对 每 个 re ,存在 V 上 的 、 正 的 % 函 数 u, 使 得 w 在 x 
取 有 限 值 且 沿 着 任何 关于 w 非 正则 的 超 滤 子 收 敛 于 o. 

的 相对 紧 开 子 集 广 称 为 (关于 多) 拟 正则 的 , 如 果 广 上 存 
在 一 个 拟 正则 的 扫除 . 

容易 看 出 , 对 于 天 的 相对 紧 开 集 已 若 了 关于 Hus 正则 ， 则 它 
是 关于 多 是 拟 正则 的 县 wr 是 上 的 正则 扫除 ( 即 不 存在 非 正则 
滤 子 ). 反之 , 若 上 也 关于 YU 为 可 解 的 且 of 不 具有 非 正则 的 滤 子 ， 
则 了 相关 于 4 正则 且 w= jp. 

定理 4-6-8 ”在 调和 空间 (X, 了 中 , 车 广 为 正 则 集 且 为 某 个 
MP 集 的 子 集 ， 则 了 也 是 MP 集 . 

证 明 设 @ 是 V 上 的 拟 正则 扫除 . 据 定义 , 对 任 一 x e 天 
存在 这 样 一 个 六 上 的 正 超 调和 函数 u: x 在 x 取 有 限 值 且 对 每 个 
ze OV 有 

lim, Aiud(y) + wl0D)) > 1. 
因此 {ye V1u0y)+ wl(y)<27'} 是 V 的 紧 子 集 . 据 定理 4-1-1, V 
是 MP 集 . 口 

定理 4-6-9 在 调和 空间 (X, 了 0 中 , 任何 拟 正则 MP 集 V 是 
可 解 的 , 而 且 调和 测度 族 是 上 唯一 的 正则 扫除 . 进一步 , 若 g 
是 9V 上 的 一 个 下 有 界 、 下 半 连 续 的 实 函数 使 得 互 ， 调 和, 则 8 
是 可 解 的 . 

证 了 明 设 w 是 六 上 的 拟 正则 扫除 , 那么 , 对 任意 x e 了 存 
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在 及 上 的 正 超 调和 函数 zw: 它 在 x 上 取 有 限 值 且 沿 着 每 个 非 正则 
超 滤 子 集 收敛 于 o. 
对 任意 fe C(OV ) 及 实数 e > 0 有 
Of+emueW’, wf-euen’; 
wf 0) -eulr) HC) + HG) wf 0) + eulx). 
由 & 与 x 的 任意 性 推出 
wf<H,sH’ < of 
可 见 广 是 可 解 的 且 w=J ,xeEV. 
设 g 如 定理 条 件 所 述 . 据 定理 4-1-2, 对 任意 xe 六 有 
HW=P g dy. 
故 对 任意 x eV 及 任意 e>0 有 H+ewu ew 从 而 
H’ &) < H’ Ce) + ewlx). 
于 是 不 (x) = HY (x) . 由 题 设 ， 它 是 调和 的 ， 故 g 可 解 . 口 
注 ”由 于 上 面 两 个 定理 , 在 调和 空间 中 仅 考 虑 关于 可 解 集 
相对 于 超 调和 簇 的 拟 正则 扫除 ; 关于 滤 子 的 正则 性 , 仅 考虑 相 
对 于 -调和 测度 心 := (Ax )xey 的 正则 性 . 


4.， 三 类 超 调和 函数 


下 面 介绍 由 扫除 定义 与 生成 的 三 类 超 调和 函数 及 它 的 之 间 
的 关系 . 

定义 设 Q:= ({(orlx e 阶 )rer 是 X 上 的 一 个 扫除 系 , @ := 
(on), 设 G 是 的 开 集 ,g 是 G 上 的 一 个 下 半 连 续 、 下 有 限 的 数 
值 函 数 . 

如 果 对 每 个 i e 1 ， 当 Vc G 时 必 有 mg < g 在 每 个 信 成 
立 , 则 称 g 是 一 个 Q 超 调和 函数 ; 如 果 对 每 个 xe 天 及 x 的 每 
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个 邻 域 U, 都 存在 ie 1, 使 得 VcGMU 目 wg(x)< g(x), 则 
称 g 是 一 个 9" 超 调和 函数 . 如 果 U 存 在 一 个 开 和 覆盖 族 M 使 得 
对 每 个 D e M，glp 都 是 D 上 的 一 个 QQ 超 调和 和 函数 ,就 称 8 
是 一 个 局 部 的 9 超 调和 函数 . 

如 果 对 X 的 每 个 开 集 G, 用 UG) 表示 G 上 的 局 部 的 Q 超 
调和 函数 全 体 ,， 则 VY 是 XX 上 的 一 个 超 调 和 簇 , 称 之 为 由 Q 生成 的 
超 调和 敌 . 

显然 , 每 个 Q 超 调和 函数 必 为 局 部 的 Q 超 调 和 函数 , 每 个 
局 部 的 Q 超 调 和 函数 必 为 Q" 超 调和 函数 . G 上 的 Q 超 调和 函 
数 和 函数 与 局 部 的 9 超 调和 函数 分 别 构成 凸 锥 . 

定理 4-6-10 (Brelot-Bauer) 设 G 是 XX 的 开 集 使 得 对 任意 x e 
G 及 XX 的 任意 紧 子 集 K, 在 G 上 存在 一 个 局 部 的 Q 超 调和 函数 
8g， 使 得 g(x) 是 有 限 的 且 g 在 KA G 的 下 确 界 是 严格 正 的 ; 若 下 
面 的 两 个 条 件 之 一 满足 : 

a) G 上 的 QQ 超 调和 函数 全 体能 分 辨 也 中 的 点 ; 

b) G 是 局 部 连通 的 , 它 的 每 个 连通 分 支 非 紧 且 Q 在 G 的 每 
一 点 都 是 椭圆 的 ; 

那么 , G 上 任何 Q' 超 调和 函数 x 满足 极 小 值 原理 , 即 x 若 
在 G 与 X 的 某 个 紧 集 之 交 的 余 集 上 是 正 的 且 wu 在 G 的 每 个 边界 
点 的 下 极限 是 正 的 , 则 wu 是 正 的 . 因此 , 若 % 是 超 调和 函数 簇 且 
使 得 每 个 % 函数 都 是 Q 超 调和 函数 , 则 G 关于 % 是 一 个 MP 集 . 

注 在 调和 空间 (X, 队 中 , U 函数 就 是 超 调和 函数 . 
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第 五 章 ”上 调和 函数 与 位 势 


本 章 取 定 一 个 调和 空间 (X, 20 并 设 H = Hu; 谈 及 开 集 、 紧 
集 或 其 它 未 另 作 说 明 的 集 时 ， 指 的 都 是 六 的 子 集 . 如 前 约定 ,一 
个 函数 在 某 处 ( 集 或 点 ) 连 续 时 , 指 的 是 实 连续 〈 又 称 有 限 连续 ) . 


8 5.1 上 调和 函数 


定义 设 CG 为 开 集 ， 如果 函数 fe WG) 且 对 任何 一 个 其 闭 
包含 在 G 的 相对 紧 可 解 集 上 有 Me UW), 则 称 f 是 G 上 的 上 调 
和 函数 (在 G 为 上 调和 的 ). 若 -了 在 G 为 上 调和 的 , 则 称 f 在 G 
为 下 调和 的 ( 是 G 上 的 下 调和 函数 ). 

G 上 的 上 调和 函数 全 体 记 作 s(G), 于 是 , -s(G) 表 示 G 上 的 
下 调和 函数 全 体 ; 当 G = XX 时 ，s(X) 简 记 为 S. 容易 验证 , S(G) 
是 一 个 凸 锥 . 若 f;g e s(G), 则 inf { fg je s(G). 

定理 5-1-1 设 fe s(G), 则 集 {x eG|ux)z# %} 在 G 中 稠 
密 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 fe s(G), 但 存在 非 空 开 集 U c G 使 得 
对 U 中 任意 的 点 x 有 f(x) = oo. 由 $ 4.1 正 性 公理 及 附注 2, 可 选 
一 个 相对 紧 的 可 解 集 V 使 得 x e VcVc U 且 存在 he MG) 使 得 h 
在 V 上 为 严格 正 的 . 于 是 对 任意 自然 数 n 有 ，/>nh 在 六 成立， 
因此 jf > nh 在 V 成 立 . 由 此 推出 yf 在 上 恒 取 oo 的 值 . 
这 说 明 jf 不 属于 HG), 与 在 G 为 上 调和 的 假设 矛盾 . 口 
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定理 5-1-2 
1) 局 部 有 界 的 超 调和 函数 为 上 调 函 数 ; 特别 
UO) N CO) © sO). 

2) 若 feE UG), ge 5S(G) 且 f<g, 则 fe s(G). 

证 了 明 设 fe UG) 且 局 部 有 界 . 对 任 一 其 闭 包 包含 于 G 的 相 
对 紧 可 解 集 叉 由 有 限 覆 盖 定 理 知 存在 常数 MM> 0, 使 得 |f|< M 在 
六 上 成 立 , 因 上 定向 族 2:={jJw1w e C(OWD 且 w<f} 在 V 为 一 
致 有 界 , 由 定理 4-4-2 知 ,Wf= supF 在 V 调 和 . 这 就 证 明了 命题 
1. 

再 设 命题 2 的 条 件 成 立 , 考虑 任 一 其 闭 包 包 含 于 G 的 相对 紧 
可 解 集 了 及 we C(8J 使 得 在 9V 上 有 wf 成 立 , 因为 

Hw s Hg e MD). 
可 见 上 段 定义 的 F 仍然 局 部 一 致 上 有 界 . 利用 定理 4-4-2 仍 可 推 
出 Wfe UD), 故 fe s(G) 口 

注 5-1-3 若 (X% 1 是 Brelot 调和 空间 ; 则 由 引 理 4-2-3、 引 理 
4-4-1 及 上 述 证 明 过 程 知 , fe UG) 在 G 为 上 调和 的 当 且 仅 当 / 
在 G 的 每 个 连通 分 支 上 不 恒 等 于 %. 

定理 5-1-4 设 G 为 开 集 , 7 为 相对 紧 的 可 解 集 且 其 闭 包 包含 
在 G,geU(G), 作 G 上 的 函数 g, 如 下 : 


2(7) ， 当 xeG\ 严 
SO = 18) ， 当 xez 
minfg(9，limif Ag0)}， 当 xeBr 


那么 g,<g 且 对 任何 fe -WG), 若 f<g, 则 f<gv. 又 , 若 g 在 G 
有 下 调和 下 属 ( 即 存在 we - s(G), 使 得 w < g), 则 gve UG). 
此 , 车 ge S(G) 且 g 有 一 个 下 调和 下 属 , 则 gve s(G). 
证 明 因 在 上 上 有 jg < g, 由 8&v 的 定义 知 gsg. 假设 / 
e -UG) 且 f<g 在 G 成 立 . 于 是 fx msg 在 7 成立, 由 g, 的 定 
义 知 在 G 上 有 /< gv- 
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下 面 设 w 为 g 在 G 的 一 个 下 调和 下 属 . 取 定 一 个 ze 6V. 我 
们 要 证 g,(z) > -~ ,从 而 可 由 定理 4-5-4 推出 g, € UG). 
因为 w 上 半 连 续 , 不 取 m 值 , 故 局 部 上 有 界 . 可 选 一 个 包含 
z 的 MP 集 刀 使 得 存在 Ps HD) 满足 w<h 在 D 上 成 立 . 取 一 个 
闭 包 包含 在 D 的 相对 紧 可 解 集 U 使 得 ze 以 定义 函数 wu 如 下 : 
w(x) ， xeG\U, 
“0 A wo), xeU, 
max {w(x) ， limatp Hw(y)}, xeouUu. 


因 在 U 上 yw < h, 故 在 D 上 wu < hh, 从 而 对 任意 x e 0U 有 ， 
wulx) < oo. 于 是 由 定理 4-5-5 知 , wu e -UG). 利用 本 定理 前 面 已 
证 的 结论 , 由 w<8g 推 出 wu<gv. 因为 we-S(CD, 故 在 避 上 wuv 
> -%， 从 而 证 得 sz)> -co， 口 

注 5-1-5 本 定理 是 下 面 Perron 法 的 基础 . 下 面 定义 的 Perron 
集 实 际 上 就 是 第 三 章 $ 3.7 侈 和 族 概念 的 推广 . 因此 ， 也 称 g, 为 
8 在 地 的 截断 函数 . 通常 g 在 开 集 G、U 的 截断 函数 分 别 记 作 gc 
与 gu， 这 里 用 g, 代替 gy 只 是 为 了 使 下 标明 显 化 而 已 . 

定义 设 G 为 开 集 . WG) 的 一 个 非 空子 族 w 车 满足 下 面 两 
条 件 ， 则 称 为 G 上 的 Perron 集 : 

1) Ww 是 下 定向 族 且 有 一 个 下 调和 下 属 ; 

2) G 中 每 个 点 x 有 一 个 其 闭 包 包含 在 G 的 相对 紧 的 、 可 解 
开 邻 域 y， 使 得 对 任意 8& es WwW 有 g, e WwW 且 有 某 个 go e W 使 得 
Mgo e MY). 

定理 5-1-6 (Perron 定理 ) 设 wW 是 G 上 的 一 个 Perron 集 , 则 

infW e HG). 
证 明 假定 如 上 面 定义 中 条 件 b 所 述 , 显然 
W, :={ gr] g € W) (gv 的 定义 见 定理 5-1-4) 

也 是 一 个 下 定向 族 且 infW=infw. 若 g e W 且 g < go, 则 g,< jgo 
且 &ye 人 MH), 从 而 Wi1:={ gvlg ewW 且 8&,< Wgo} cHV) 是 一 个 
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非 空 下 定向 族 且 由 于 有 一 个 下 调和 下 属 ， 所 以 局 部 一 致 下 有 界 ， 
由 定理 4-4-2 知 
infW= inf WW e HW). 

因 上 述 V 全 体 覆 盖 了 G, 故 infw e HG). 口 

定义 设 g 在 X 为 上 调和 且 具 有 一 个 调和 下 属 , M 是 由 一 些 
相对 紧 可 解 集 构成 的 、X 的 开 覆 盖 族 . 对 M 的 任 一 有 限 序列 
{vvo)}, 对 应 着 一 个 上 调和 函数 g v， va2 mvn 当 n= 1 时 ， 8Sv) 
的 定义 见 定理 5-1-4; 当 n22 时 , 令 

Biv gv) vs vi va vn (Gv va vi)v, 

把 关于 M 的 任意 有 限 序列 所 对 应 的 这 种 函数 全 体 记 作 勾 易 
验证 ，V 是 一 个 Perron 集 , 称 为 由 g 关 于 MM 生成 的 Perron 集 . 


35.2 位 势 


1925 年 ，Riesz M 在 经 典 位 势 论 中 引进 了 上 调和 函数 的 概念 
并 给 出 了 著名 的 分 解 定理 , 从 此 之 后 ， 人 们 把 上 调和 函数 与 位 势 
一 道 研究 . 前 面 已 看 到 在 调和 空间 中 是 先 引进 比 上 调和 函数 更 一 
般 的 超 调和 函数 ,然后 介绍 调和 函数 与 上 调和 函数 . 而 后 ， 本 节 
才 把 位 势 作 为 上 调和 函数 的 一 种 特殊 情况 来 研究 . 但 这 里 的 位 势 
排除 了 R? 中 对 数位 势 的 情形 . 因为 对 数位 势 可 能 取 负 值 , 不 易 与 
Newton 位 势 及 Green 位 势 作 统一 处 理 . 因此 , 调和 空间 的 位 势 应 
看 作 是 以 中 Green 位 势 的 推广 . 

定义 ” 设 G 为 调和 空间 XX 的 开 集 , 若 p e Ss(G) 且 满足 下 两 条 
件 ， 则 称 之 为 G 上 的 位 势 . 

UDPp>0 在 G; 

2) 车 he HG) 且 hsp,， 则 hs0 在 G 成 立 . 

G 上 的 位 势 全 体 记 作 PF(G). 显然 , 若 g e WU,(G) 且 存 在 p e 
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GO) 使 得 gsP, 则 gsPO. 若 p,g € 7(O), 则 inf fp, g}e 7(G). 

定理 5-2-1 (Riesz 分 解 定 理 ) 设 g e S(G) 在 G 有 一 个 下 调 
和 下 属 , 则 g 有 下 面 唯一 的 分 解 式 : 

u=h+p, 

其 中 pe AG); he HG) 且 为 g 的 最 大 的 下 调和 下 属 ， 即 对 
任何 fe -UO), 当 f<g 时 必 有 f<h. 

同时 , h 也 是 u 的 最 大 调和 下 属 . 

证 明 设 必 为 G 的 一 个 开 和 覆盖 族 , 其 成 员 都 是 闭 包 包含 于 G 
的 相对 紧 开 集 . 设 Y 为 由 8 关于 生成 的 Perron 集 . 由 定理 5-1- 
6 知 有 := inf VYV€ MG). 显然 h < g. 由 定理 5-1-4, 对 任意 f e 
-MG), 当 /sg 时 有 ， 

Jsgw va2…vn， 
从 而 f<h. 故 h 为 g 的 最 大 下 调和 下 属 . 

令 p=g-h, 则 pe s(O) 且 p>0.YVw eH), 车 wz<p, 则 
ht+wsht+p=g. 因 h+weAHG), 推出 h+w<h, 从 而 w<0, 因 
此 由 位 势 定 义 的 条 件 知 p e 2G). 

车 g 还 有 另 一 种 分 解 ， 即 存在 his HG), p'e PLG) 使 得 

三 万“ 十 万 /. 
因 p’20,p>0， 故 得 hp 且 hh<pi 推出 h'-h<0 且 上 h 
~h’s0, 故 h=h， 从 而 p=p'. 这 证 明 分 解 是 唯一 的 . 口 

推论 5-2-2 车 pe ZAGO),fe -UO) 且 f<p, 则 f<0， 即位 势 
的 最 大 下 调和 下 属 是 0. 口 

推论 5-2-3 ”ZXG) 是 一 个 凸 锥 . 

证 明 设 p, gq e Z(G), 5 > 0 为 实数 . 显然 5p e AGO). 因 
P+g >>0, 假 定 heHUG) 且 hsp+g 则 h-p<g 且 h-p 
e - S(G), 由 上 一 推论 知 h-p<0, 即 h<p, 于 是 h<0. 这 说 明 
p+ge XG). OO 

定理 5-2-4 设 pie Z(G), VieN, 且 p:=7*p,e Ss(G), 则 
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PePO)， 

证 明 设 heMHG) 且 h<p. 对 任意 正 整数 kt 有 

n= Tip, e S(O) Bu := Zp, eAG). 

因 下 调和 函数 h -nm < uw， 由 位 势 的 性 质 ( 推论 5-2-2 ) 推出 hx 
<0, 故 hsr .由 假定 , p 是 上 调和 的 . 它 在 G 的 一 个 稠密 子 集 4 
上 取 有 限 值 (定理 5-1-1)， 从 而 当 趋 于 无 穷 时 ,xi 在 4 上 趋 于 0， 
故 在 4 上 hs<0. 但 h 在 G 连 续 , 故 h<0. 从 而 ps ZG). 口 

定理 5-2-5 ” 设 pe AG) 且 假 定 存在 一 个 紧 集 KK 使 得 p 在 
G\K 调 和 . 设 gsUWG) 且 在 G 上 8g>0,， 并 对 每 个 ye OK 成 立 着 

Miminf, [SCO 一 PCO] > 0， 


则 在 G\K 上 有 g>p. 


证 了 明 ”考虑 函数 w: 
-| 0 在 K 上 ， 
min{0, g ~ p}, 在 G\K 上 . 


由 定理 的 假定 推出 , w 在 G 下 半 连 续 , 故 由 定理 4-5-2 知 , w es U(G). 
显然 w>-p. 再 由 推论 5-2-2 知 , 在 G 上 有 w > 0, 即 在 G\K 上 
有 wu>p. 口 


§ 5.3 缩减 函数 


以 下 若 未 另 加 声明 , 用 ue 简 记 we U(2), 即 u 是 X 上 的 
超 调 和 函数 . 设 f 是 XX 上 的 一 个 数值 函数 , 作 久 上 的 函数 Rf 如 
下 : 

Rf(x):=inf {ux)|ueWu2f} xeX 
并 称 Rf 为 f 的 缩减 函数 . 
容易 验证 缩减 函数 具有 如 下 性 质 : 
a) 单调 性 : 若 /<g, 则 R<Rgi 
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b) 下 半 可 加 性 : RI[+e)<RA+RS; 

c) 正 齐 性 : 对 任意 正 实数 <c 有 R(af)= KR 

引 理 5-3-1 设 上 是 相对 紧 可 解 集 , 是 6 关上 的 下 有 界 的 数 
值 函数 , 则 ji 在 7 为 下 半 连 续 . 车 f 还 是 有 界 的 , 则 /fe HD). 

证 明 由 定理 4-6-2 直接 推出 ， 口 

定理 5-3-2 

iD 设 / 为 XX 上 任意 下 半 连 续 、 下 有 限 的 数值 函数 ， 则 Rr s U. 

问 在 i) 的 条 件 下 , 车 存在 f 的 上 调和 上 属 ( 即 存在 xs S(X) 
使 得 f< w), 则 Rfe SC0,， 而 且 在 f 的 连续 点 处 Rf 也 连续 ; 又 ， 
车 了 在 某 个 开 集 U 为 下 调和 或 者 连续 且 严 格 小 于 RA 则 Rf 在 U 

证 明 i) 作 天 上 的 函数 g: 

SC) = liminf RfO), xEeX 
那么 , g 在 六 为 下 半 连 续 、 下 有 限 且 g < Rf. 设 才 是 一 个 相对 紧 
的 可 解 集 . 对 任意 ue U , 当 wu>f 时 必 有 w>g, 所 以 在 V 上 有 
Lg < Wu < u， 从 而 在 人 

rg<RIf. 

因为 yg 下 半 连 续 , 故 jg Sp 由 天 的 任意 性 及 公理 BC 知 g 是 
超 调 和 的 . 另 一 方面 , 由 Rf>f 及 f 的 下 半 连 续 性 知 g >f 从 而 
Rf<g, 推出 Rf=g eX. 

这 设 f 在 X 有 一 个 上 调和 上 属 s, 于 是 Rf < %, 由 定理 5-1-2 
知 , Rfe s(X). 

设 f 在 x 连续 . 选取 x 的 一 个 开 邻 域 U 使 得 存在 h e& HKU) 
满足 h(x) = 1 ( 正 性 公理 ) . 任 取 se > 0, 选 一 个 其 闭 包 包含 于 U 
的 相对 紧 可 解 集 G, 使 得 x e G 且 在 G 上 有 : 

Jsa+e)hn 及 Rf2(0) -eh. 
于 是 /5(Rf) > (Ge - e)h 在 G 成 立 . 结果 Rf 在 G 的 截断 函数 
(Rf)c20 C0)- e)h 
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在 G 成 立 . 从 而 在 G 有 


fs +eE)hs(R ot+2eh. 
作 G 上 的 函数 
Rf() ， yeX\G, 
u 0) = min{ RfO),(RA)oO)+2e hy)} ye G， 


min{ RfO), liminf LLRAG) + 2 h(x)], ye 6G. 
那么 js xz*. 故 由 定理 4-5-5 知 wu*e HU 从 而 uw*>RA 即 在 G 上 有 
(Rf)o+2eh2>R/f. 
因 Rf 是 上 调和 的 , 故 (Rf)o(x) < %; 由 上 式 推出 RA) <%. 进 
一 步 ， 因 (Rf)o 在 x 连续 ， 故 
limsup RFOD)<(RPcGoo)+2ce<RJoo+E. 


由 于 s 是 任意 的 且 Rf 下 半 连 续 ， 上 式 表 明 Rf 在 x 连续 . 

接 下 来 , 设 f 在 开 集 U 为 下 调和 . 对 任意 x e 以 取 相 对 紧 的 
可 解 集 太 使 得 xz e 及 严 c 以 因为 /< Rf 由 定理 5-1-4 知 /< 
(RA)y 在 以 上 成 立 , 从 而 Rf= (Rf)v 在 VV 成 立 , 可 见 Rf 在 V 调 
和 ; 因 x 是 U 中 任意 的 点 , 故 Rf 在 U 调 和 . 

最 后 ， 设 在 开 集 U 上 /连续 且 f< Rf. 对 UU 的 任 一 点 x, 取 
它 的 一 个 开 邻 域 G 使 得 存在 he HG) 满足 h(x)=1. 因 / 在 U 连 
续 , R/ 下 半 连 续 , 故 可 找 一 相对 紧 可 解 集 V 使 得 xe VcFcGon 
以 且 在 六 上 成 立 /< ah < Rf, 其 中 a 是 某 个 正 实数 . 于 是 /< 
(RA)v. 与 上 一 段 同样 道理 可 推出 Rf= (Rf)y, 从 而 Rf 在 V 调 和 ， 
进而 在 U 调 和 . 口 


§5.4 S 调和 空间 与 P 调和 空间 


定义 一 个 调和 空间 X 称 为 是 S 调和 (或 相应 地 ,了 调和 ) 空 
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间 , 若 对 区 的 每 一 点 x, 存在 世上 的 正 的 上 调和 函数 (相应 地 , 位 
势 ) 它 在 x 点 取 严格 正 值 . 调和 空间 XX 的 一 个 开 集 称 为 S 集 ( 相 
应 地 ,下 集 )， 如 果 它 作为 一 个 子 空间 是 $ 调和 空间 (相应 地 ,P 调 
和 空间 ). 

例 RY (>2) 关 于 经 典 的 超 调和 函数 簇 Uv 构成 一 个 调和 空 
间 X=(R", UN)， 当 N=2 时 ,XX 为 S 调 和 空间 但 非 P 调 和 空间 ; 当 
N>3 时 , 针 为 P 调 和 空间 . 

显然 , 每 个 P 调 和 空间 必 为 S 调和 空间 且 S 调和 空间 的 任 一 
开 集 是 S 集 . 若 K 是 S 调和 空间 X 的 一 个 紧 集 , 利用 有 限 覆 盖 性 
质 及 上 调和 函数 的 下 半 连 续 性 可 推出 , X 上 存在 一 个 正 的 上 调和 
函数 g, 使 得 g 在 天 的 一 个 开 邻 域 上 取 严 格 正 值 ,从 而 inf i g >0; 
若 XX 还 是 PP 调和 空间 ， 则 上 述 g 可 改 为 位 势 . 

定理 5-4-1 设 /为 S 调 和 空间 X 上 的 、 具 紧 支 柱 的 、 正 的 连 
续 函 数 , 则 Rf 是 X 上 的 一 个 正 的 上 调和 函数 , 它 在 XX 连续 且 在 / 
的 支柱 外 调和 . 若 将 S 调和 空间 的 假设 改 为 P 调和 空间 ， 则 Rf 
是 具有 相同 性 质 的 位 势 . 

证 明 ”由 定理 前 的 说 明知 ，X 上 必 存 在 一 个 正 的 上 调和 函数 
5 (或 位 势 p) 使 得 /< s (或 者 f<p), 再 由 定理 5-3-2 推 出 结论 . 口 

推论 5-4-2 设 X 为 S 调 和 空间 ,uw 为 X 上 的 正 的 超 调 和 函数 . 
用 VV 表示 由 所 有 在 多 连续 且 在 一 个 紧 集 的 余 集 上 为 调和 ， 并 在 六 
上 满足 s< wu 的 、 正 的 上 调和 函数 s 所 组 成 的 族 , 则 9 是 一 个 上 定 
向 集 且 以 w 为 上 确 界 函 数 . 车 XX 具 有 可 数 基 ， 则 VV 中 有 单调 增 的 
函数 列 收敛 于 x 

若 蕊 为 三 调和 空间 ， 可 把 上 述 “ 上 调和 函数 ” 改 为 “位 势 "， 
仍 有 同样 结论 . 

证 明 设 v,w eV， 则 f:=sup{v,w} < uf 连续 且 在 一 个 紧 集 
外 为 下 调和 . 因 f<v+w e S, 故 由 定理 5-3-2 知 , RfeV 又 因为 
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Rf>v 且 Rf>w, 故 V 是 上 定向 集 . 
因 wu 下 半 连 续 ， 故 存在 一 族 { fi|ie 1} c KGCO 使 得 
u=sup{f lie7}. 
由 定理 5-4-1 知 , 每 个 Rfje% 从 而 
u=sup{ filie7}<sup{ Rflie1}<sup{w|w eD} su, 

这 就 说 明 wu 是 的 上 确 界 函 数 ， 当 革 具 有 可 数 基 时 ， 据 定理 1-4-6 
知 , 我 们 可 以 选择 上 述 { fiie 用 为 一 个 单调 增加 列 使 之 收 化 于 u. 
于 是 ，{ Rf|ie 中 便 是 V 中 一 个 单调 增加 列 目 收敛 于 . 口 

注 5-4-3 (1) 推论 5-4-2 非常 重要 ， 使 用 频率 很 高 . 因为 它 
把 一 般 的 正 超 调和 函数 的 问题 转化 为 特殊 的 上 调和 函数 或 位 势 
来 处 理 . 

(2) 在 经 典 位 势 论 中 , 也 有 类 似 的 转化 : 对 R” 上 的 任何 开 集 
G 上 的 任何 上 调和 函数 x 及 任 一 其 闭 包 包含 在 G 的 相对 紧 开 集 及 
在 六 上 有 单调 增加 的 上 调和 函数 列 { ui } 收 敛 于 x 且 每 个 w 在 VV 
具有 二 阶 连续 的 偏 导数 ( 参看 § 8.1). 

定理 5-4-4 设 X 是 调和 空间 ， 则 下 面 四 个 命题 等 价 : 

1) X 是 P 调 和 空间 ; 

2) PZ.:={p1p 为 X 上 连续 位 势 且 在 X 的 某 个 紧 集 之 外 调和 } 
能 分 辨 蕊 的 点 〈 函数 族 分 辨 点 的 定义 见 § 4.1 ) ; 

3) XY 上 正 的 上 调和 函数 全 体 s* 能 分 辨 亏 的 点 ; 

4) 对 任何 相对 紧 的 可 解 集 有 及 任意 x e 人 在 XY 上 存在 连 
续 的 正 上 调和 函数 使 得 ms (x) <s (x). 

证 明 1) 寺 2) 设 交 ye 和 zz 多 六 是 攻 上 的 一 个 位 势 , 它 
在 x,y 的 值 是 严格 正 的 . 由 上 一 推论 , 不 妨 假定 p 在 x, y 取 有 限 
值 . 用 2 表示 那些 其 闭 包 不 包含 两 点 集 { x, y } 的 相对 紧 可 解 集 全 
体 . 显然 罗 是 元 的 一 个 开 覆 盖 . 由 Riesz 分 解 定理 (定理 5-2-1) 
知 , 由 p 关 于 B 生成 的 Perron 集 的 下 确 界 恒 等 于 0. 故 B 中 存在 
有 限 个 ,i= 1,2…,n ,使 得 
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Pyevs GO<Prvnt Co 且 
Pv vt 0) = pO); 
或 pvevs 0)<pv…v,i0) 且 
Pv vi (%) = pO). 
在 第 一 种 情形 中 ，V， 包 含 了 x 但 不 包含 y, 从 而 
Dvrv, 0) =pyre vy, OF; 
在 第 二 种 情形 中 , 类 似 可 推出 
Pv vn (%) = py vy, (Co 
因此 总 有 
PO pvev, OF) PV) py vy, 00， 
再 次 利用 上 推论 可 推出 命题 2) 成 立 . 
2) =>3) 显然 . 
3) ==>4) 首先 由 于 Ss* 具 有 分 辨 性 ,推出 XY 是 一 个 S 调 和 空间 . 
若 人 的 支柱 是 空 集 ， 则 任何 一 个 在 x 取 严 格 正 值 的 上 调和 函数 
可 满足 要 求 . 现 设 ye supp(y4), fg 是 两 个 正 的 上 调和 函数 使 得 
f(x) gy) <f 0) elx) . 
于 是 70) > 0 且 g(x) > 0. 不 妨 设 f(x) > 0, 否则 可 用 fi:=f+g 代 
替 _/ 得 到 
Joo0 gy) <fity) glx) f(x)>0. 
由 推论 5-4-2, 可 假定 8 是 连续 的 , /只 要 乘 上 一 个 适当 的 实数 就 
可 得 到 一 个 同样 性 的 函数 且 与 g 在 x 的 值 相等 . 不 妨 仍 记 这 个 函 
数 为 1. 由 上 式 推出 g0) <J0). 注意 到 在 At 的 支柱 上 , 推出 
Minf gD) < pF 0°) Sf 00) =inf g} (x). 
4) 一 1D) 由 Risez 分 解 定理 , 知 对 万 上 的 正 上 调和 函数 s 有 ， 
s= 有 hh+p, 其 中 pp 为 位 势 ,h>0 为 s 的 最 大 调和 下 属 . 对 于 满足 命 
题 4 条 件 的 有 ，s(x) > ys(x) > h(x), 因此 p(x) > 0 . 从 而 推出 区 
是 P 了 调和 空间 . 口 
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推论 5-4-5 S 调和 空间 的 每 个 P 集 都 是 MP 集 . 

定理 5-4-6 PP 调和 空间 XX 的 任何 非 空 开 集 是 一 个 P 集 ; 从 而 
也 是 MP 集 

证 明 设 G 为 X 的 非 空 开 集 . 对 G 中 任意 x, 取 x 的 一 个 相 
对 紧 开 邻 域 了 使 得 了 是 可 解 集 且 其 闭 包 包含 于 G. 因 天 是 三 调和 
空间 , 据 定理 5-4-4 知 , 对 任意 x e G, 存在 XY 上 的 正 上 调和 函数 
s 使 得 pcs (x) <s (x). 那么 ,s jc 是 G 上 的 正 上 调和 函数 . 在 子 调和 
空间 (G,U le) 上 应 用 定理 5-4-4 之 4)=>1)， 可 证 得 G 为 P 集 口 

定理 5-4-7 设 G 为 MP 集 ，F 为 非 空 的 相对 紧 开 集 且 其 闭 
包 包含 于 G. 若 存 在 一 个 在 调和 上 且 在 族 的 闭 包 连 续 的 函数 hh 使 
得 h 在 VV 上 为 严格 正 的 ， 则 人 是 一 个 P 集 . 

证 了 明 假定 定理 条 件 成 立 但 不 是 子 集 . 那么 存在 ye V 使 
得 六 上 的 每 个 位 势 在 取 值 为 0. 令 

F={ he HUT)|h>0, h 有 界 征 hly)= 1} 

由 定理 条 件 知 了 非 空 . 车 及 ,及 e F， 则 min{ 加 , 及} 在 VV 为 上 调和 
函数 , 由 Risez 分 解 定理 知 存在 上 的 调和 淆 数 h 及 位 势 p 使 得 
min{hi, hy} =h+p 
因 p0) = 0, 故 h0y) = hy) = hy) = 1 从 而 h @ F. 显然 h < 
min{hi, h2}. 这 说 明 多 是 一 个 下 定向 集 ， 据 定理 4-4-2, w := inf 7 

在 VV 调和. 显然 we F， 即 w 是 F 中 的 最 小 元 . 


令 
w (x) ， xeV 
f=10 ， xeG\,; 
limsup w(y) ， xeoy. 
ypey 


则 了 在 G 上 半 连 续 ，f>0 且 有 界 . 
设 D 为 相对 紧 的 可 解 集 其 闭 包 包含 于 G. 那么 对 任何 se 


元 ?， 仿 
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inf(s,w)， 在 VAD,， 
据 定理 4-5-2，g 在 V 为 上 调和 . 考虑 g 的 Riesz 分 解 g=h*+p'， 因 
g 为 正 的 , 最 大 下 调和 下 属 hr 也 是 正 的 . 因 g <w 且 有 界 , 故 h < 
w 且 有 界 . 因 p ‘0)=0, 得 h'y)=g0y)=1, 从 而 h'e ,表明 h'= 
w. 因而 在 VAD 上 有 wz<s. 因 s 是 f 的 上 函数 族 中 的 任意 函数 ， 
故 


-他 在 V\D， 


wsp?f 

在 VAD 成 立 . 从 而 f< yu?f 在 DD 成 立 由 的 任意 性 推出 太 在 
G 为 下 调和 函数 且 在 G 的 边界 取 0 值 ， 据 极 小 值 原理 知 , 在 G 上 
有 < 0. 于 是 w=0, 与 w(y)= 1 矛盾 . 口 

推论 5-4-8 ”调和 空间 XX 中 每 一 点 有 一 个 开 邻 域 是 呈 集 . 

证 了 明 因 针 有 一 个 由 可 解 集 ( 必 为 MP 集 ) 构成 的 基 , 再 由 
正 性 公理 及 上 一 定理 立即 得 出 结论 . 口 

注 5-4-9 由 定理 5-4-4 及 上 一 推论 知 , 每 个 调和 空间 都 满足 
公理 S ( 见 §$4.3 ”Bauer 调 和 空间 的 定义 ). 因此 , 一 个 调和 空间 若 
有 一 个 由 正则 集 构成 的 基 , 则 它 是 Bauer 调和 空间 . 特别 ，Brelot 
调和 空间 必 为 Bauer 调和 空间 . 口 

定理 5-4-10 ( 强 极 小 值 原理 ) 车 G 是 调和 空间 的 P 集 , 则 
下 面 形式 的 极 小 值 原理 成 立 (参见 § 4.1): 

若 8 在 G 超 调和 且 有 紧 集 天 使 得 在 G\K 上 g>0, 则 在 G 
上 也 有 8 > 0. 

证 明 设 K 为 G 的 紧 子 集 且 满足 命题 的 条 件 . 对 任 一 xe 天 
取 一 个 闭 包 包含 于 G 的 相对 紧 可 解 集 V 使 得 x e 及. 由 定理 5- 
4-4, 在 G 上 存在 连续 的 正 上 调和 函数 y 使 得 pe s(x) < s(x). 据 
Risez 分 解 定理 知 存 在 连续 的 位 势 p, 使 得 pz pz) < p.(x). 因 它 
们 在 x 连续 , 故 存在 x 的 开 邻 域 Wc 及 使 得 pe Po <ps(y) 对 
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任意 ye 所 成 立 . 选取 天 中 有 限 个 点 x 使 得 它们 对 应 的 所 的 并 
集 包 含 了 KK, 把 它们 对 应 的 这 有 限 个 产 的 和 记 作 p, 则 位 势 p 在 
天 上 是 严格 正 的 . 

现 假定 天 中 有 某 个 点 使 得 80) < 0. 那么 

a=supx(-g/p)>0. 
因 -g/p 在 KK 为 上 半 连 续 ， 故 存在 z eK， 使 得 
Qap(z) + g(z)=0. 
设 z 被 含 于 上 面 那 有 限 个 x 中 的 某 一 个 所 对 应 的 FF ， 并 记 其 对 
应 的 太 为 到 注意 到 在 G 上 ap+g 为 正 的 ， 则 有 

0= cp(z)+8gG)> Hp(z)+HAg(z)=A(ap+S)(z)>0， 
导出 矛盾 . 因此 g 在 G 为 正 的 . 口 

推论 5-4-11 设 p 为 P 集 G 上 的 位 势 ,wu 为 G 上 的 正 上 调和 
函数 . 若 存 在 紧 集 K, 使 得 在 G\K 上 有 w<p, 则 x 也 是 G 上 的 位 
势 . 

证 明 设 h 为 G 上 的 调和 否 数 且 h<wu, 则 在 G\K 上 有 p 一 h 
>0， 由 定理 知 在 G 上 有 p -h>0. 因 p 是 位 势 , 故 在 G 上 有 h<0， 
这 说 明 u 为 位 势 . 口 

定理 5-4-12 设 G 是 P 集 , 则 任何 一 个 其 闭 包 包含 于 G 的 开 
集 U 是 一 个 MP 集 . 

证 明 设 g 在 U 为 超 调 和 且 有 紧 集 K 使 得 在 U\K 上 g>0 
且 对 任意 ze 0U 有 

liminf g(x) 20. 
令 
min{g,0} ， 在 U 
-| 0 ， 在 GW 
由 定理 4-5-2 知 , g+e UG) 且 在 G\(UNK) 上 有 g*>0. 因 UnK 
是 紧 的 ,由 定理 5-4-10 推出 g* 在 G 为 正 的 . 故 g 在 U 是 正 的 . 从 
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而 得 U 是 MP 集 . 口 

定理 5-4-13 (Brelot M-Herve RM) 设 X 为 P 调 和 空间 ,f 是 
了 上 的 正 的 连续 函数 且 具 有 紧 支柱 K, 那么 对 任意 实数 > 0, 世 上 
存在 两 个 连续 的 位 势 p,q 使 得 

1) p 与 9 篆 在 X\KK 调 和 ; 

2) pg 具有 紧 的 支柱 且 0<p -gqg<fs<p-g+e. 

证 明 令 L:={x eX|f(x)>e/3}, 并 用 ?表示 工 上 的 这 样 
的 连续 函数 g 全 体 : 存在 两 个 连续 的 位 势 p', 9' 使 得 g=p'+g'. 显 
然 , 了 是 C(ZL) 的 实 的 向 量子 空间 . 

若 p,q 是 连续 位 势 ， 则 inf {p, gq} 也 是 连续 位 势 且 由 

sup{p —g, 0} =p —inf {p, q}, 
知 , 是 C(Z) 的 一 个 子 向 量 格 . 由 定理 5-4-4 之 2) 知 , F 能 分 辩 L 
中 的 点 ， 于 是 据 Stone-Weierstras 定理 ( $ 1.4) 知 ,存在 两 个 连续 
的 位 势 u,v 使 得 在 L 上 成 立 
1-2e/3)- (u-v)|<e/3. 

作 函 数 ,vi 如 下 : 
rs ; 2 ds 
因 了 在 9L 的 值 为 e/3, 故 在 8L 上 w <v. 因 u,v 连续 知 u, w 也 连 
续 , 由 定理 4-5-2 推出 e W. 但 wu < wu, 可 知 wi 也 是 位 势 , 从 而 
v1 也 是 连续 位 势 . 又 , 在 X\L 上 有 =vi; 在 L 上 

ul —Vi=u —inf{u, v} = max{0, u —v}. 
因 在 LL 上，f-s <u-v</ 从 而 
0<sW-v<s < u-vt+e. (4.1) 

选 一 个 ge K'(X) 使 得 0<g<1,8 在 工 的 一 个 邻 域 取 值 为 1 且 8g 
的 支柱 S(g) < SO). 令 p:= R(g-u), 9:= RCI) (参见 $ 5.3 缩减 函 
数 的 定义 ). 

于 是 p, 9 都 是 连续 的 位 势 ( 见 定理 5-4-1) 且 在 SU ) 之 外 为 调 


和 ,并 有 p24g; gusp<u; gvi<ggv 因此 在 U 上 有 p=u， 
g = 从 而 在 U\L 上 p=g. 令 
| ,在 工 
P -| ,在 XIL 
则 p' 是 位 势 且 p' > g-u1， 从 而 p'>p. 这 说 明 在 U\LKL 上 p=g. 另 
一 方面 ， 因 在 L 上 p=w,g=v,(4.1) 式 表明 在 L 上 有 
0sp-g<f<p-gt+e, 

即 p,q 满足 定理 要 求 . 口 

定理 5-4-14 设 u 是 调和 空间 (XW 上 的 一 个 下 半 连 续 、 下 
有 限 的 数值 函数 . 如 果 对 XX 的 每 个 点 x 及 x 的 每 个 邻 域 G， 都 存 
在 一 个 相对 紧 的 可 解 集 U 使 得 xe Uc 了 过 c G 且 满足 

A u(x) < ulx), 

则 xz 是 万 上 的 超 调 和 函数 , 因此 , 车 名 是 由 XX 的 相对 紧 可 解 集 组 
成 的 一 个 基 ， 则 扫除 系 (wx )rev)ves 生 成 超 调和 函数 徐 %( 生 成 的 
定义 参看 § 4.6). 

证 明 ”由 Brelot-Bauer 定理 (定理 4-6-10 ) 推出 . 口 

定理 5-4-15 (Wiener-Bauer) a) 调和 空间 中 每 个 有 限 连 续 位 
势 关 于 任意 MP 集 可 解 . 

b)P 调和 空间 中 每 个 开 集 U 都 是 可 解 集 . 

证 明 a) 利用 Evans 函数 证 明之 ; b) 定 理 5-4-6 知 U 是 MP 
集 ; 再 由 a) 及 定理 4-4-13 推出 结论 . 口 

定理 5-4-16” 任 一 调和 空间 的 相对 紧 可 解 集 可 解 集 全 体 构成 
了 的 一 个 拓扑 基 ; x 一步 ,该 空间 的 拟 正则 可 解 集 全 体 构 成 的 
一 个 拓扑 基 . 

证 明 由 推论 5-4-8, 定理 5-4-15 及 4-6-9 推出 ， 口 

请 读者 把 以 上 三 个 定理 的 详细 证 明 过 程 写 出 来 ,这 对 进一步 
了 解 空间 的 结构 ,掌握 位 势 论 的 基本 证 明 方法 大 有 好 处 . 
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§ 5.5 调和 空间 上 的 上 调和 延 拓 


本 节 首先 介绍 Herve R-M 意义 下 的 上 调和 延 拓 . 它 不 同 于 通 
常 意义 下 的 调和 延 拓 以 及 第 七 章 的 位 势 延 拓 ( 参 见 § 7.3) 随后 介 
绍 的 是 作者 本 人 根据 Herve 的 思路 , 发 展 Anandam V[1] 在 到 给 
出 的 另 一 种 下 调和 延 拓 形式 所 得 到 的 一 个 定理 及 其 推论 ([61]). 

定理 5-5-1 (Herve R-M) 设 XX 为 P 调 和 空间 , G 为 开 集 ， 其 边 
界 6G 是 紧 的 , 那么 ,对 G 的 任 一 开 邻 域 V 上 定义 的 上 调和 函数 
存在 万 上 的 上 调和 函数 g 和 连续 的 位 势 p 使 得 

1) g=utp 在 G 成 立 ; 

2) 在 GU (X\U) 调 和 ; 

3) g=p 在 X\U. 

车 U 为 相对 紧 的 , 则 g 是 一 个 位 势 . 

证 明 设 Cu G, 是 两 个 开 集 使 得 

GcGcGcGcGcU 
且 G,\ Gi 是 紧 的 . 又 设 WW 是 一 个 相对 紧 开 集 使 得 
G\GcWcWceU\G. 
定义 U 上 的 函数 /使 得 
六 条 在 U\W 
/7 | 2 ， 在 VW 
据 定 理 5-4-2, 在 子 调和 空间 U 中 考虑 的 缩减 函数 Rf 是 上 调和 的 
且 在 所 上 连续 . 对 任意 e > 0, 作 XX 上 的 一 个 连续 函数 hh 使 得 有 h 
的 支柱 在 WWF 且 h 在 0G! 上 取 Rf+e 值 , 在 0G，, 上 取 Rf-e 值 
据 定理 5-4-13， 存 在 关上 的 连续 位 势 p,qg, 使 得 p ,g 在 渺 \ 矿 调 
和 且 相 等 并 在 XX 上 满足 
Ih-(g-pl<e. 
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少 


fg 在 X\Gz; 
g=1inf {g, Rf+p) ， 在 G2\Gi; 
lgf+p, 在 Gi. 


因为 Rf+p<g 在 6G1，g<Rf+p 在 0G2, 有 目 在 GI\ (WUG) 
上 Rf/=w 成 立 . 故 函数 g 为 上 调和 的 , 因 Rf=w 在 G 成 立 , 故 g 
=u+p 在 G 上 成 立 . 易 知 ， 条件 2)、3) 也 成 立 . 

再 设 U 且 为 相对 紧 集 因 X 为 P 调 和 空间 ，g 在 X\G,, 从 
而 在 XX \U 取 正 值 , 据 定理 5-4-10( 极 小 值 原理 ) 知 g > 0. 设 h e 
HX) 且 hgg, 那么 p-h 在 XX\U 为 正 的 ; 由 强 极 小 值 原理 推出 
Pp -h>0, 因 p 为 位 势 , 故 h<0, 这 说 明 g 为 位 势 . 口 

定理 5-5-2 设 忒 = (大 U ) 为 椭圆 调和 空间 , K 为 紧 集 , u 为 
兴 \ 及 上 的 上 调和 函数 . 车 有 一 个 正则 邻 域 所 使 得 存在 一 个 相 
对 紧 可 解 集 G， 满足 81rcCGcGcX\K， 则 对 无 上 任何 一 个 在 
1 \G 的 每 个 连通 分 支 不 调和 的 上 调和 函数 vy， 存在 六 上 的 一 个 
上 调和 函数 s 及 一 个 正 的 实 常 数 a 使 得 

s(x) = u(x) + a v(x), xeX\(WUG). 

证 明 ”假定 条 件 成 立 , yAu 在 G 调和 且 /cu < x 在 子 空间 
多 \ 天 中 定义 上 调和 函数 wo 如 定理 5-1-4, 类 似 地 在 六 上 定义 ve， 
它 也 在 G 调和 , 在 全 为 上 调和 . 由 假定 vc 在 WW\G 的 每 个 连通 分 
支 不 调和 . 因 XX 是 椭圆 调和 空间 , 据 定理 4-6-7， 关 于 正则 集 WW 上 
以 vclew 为 边界 值 的 调和 函数 pwvc 有 ， 

vo0) > ”vo)0), ye 
从 而 vc -py vc 在 紧 集 6G 和 W 人 | 吉 入 全 的 扳 水 从 由 下 半 连 
续 性 , uo 在 8G WW 也 取 到 有 限 的 极 小 值 . 故 存在 正 的 实 常数 
Q>0 使 得 在 0G "WW 上 有 
Qa(ve- Hvo) > Hve- uo. 


另 一 方面 , 由 于 xc 与 ve。 都 在 G > 6W 连 续 且 Wr 为 正则 集 ， 
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故 必 xc 与 vc 都 可 连续 延 拓 到 丈 , 因此 , 对 人"G 上 的 上 调 
和 函数 
f=avetue- (avet uo), 
关于 WW G 的 每 一 个 边界 点 x,， 当 y 从 万" G 趋 于 x 时 都 有 
liminff(y) >.0. 因为 所"G 为 MP 集 , 故 在 矿 G 上 有 > 0. 在 
XX\K 上 令 g:=Qvetuo, 则 在 所 WG 上 有 
g= Qavotuo2 (avet uo) = "g (5.1) 

由 uo 及 ve 的 定义 知 g 在 G7 调和 ; 由 上 一 段 讨论 知 pg 在 
玉 调 和 且 可 连续 延 拓 到 OW. 再 作 半 上 的 函数 s, 使 得 s 在 XX\ WW 等 
于 g 而 在 上 等 于 Mg. 

于 是 , 在 X\( 玉 UG) 上 ， 

S=QvotuGc=Qav+u. 

可 以 证 明 , s 是 世上 的 上 调和 函数 . 故 s 即 为 所 求 . 口 

在 椭圆 的 了 调和 空间 XX 中 , 每 个 紧 集 总 有 正则 邻 域 , 因此 上 
一 定理 条 件 可 以 作 修改 , 并 有 进一步 结果 : 

推论 5-5-3 ” 设 亏 为 椭圆 的 了 调和 空间 , K 为 紧 集 , 奈 为 天 的 
一 个 邻 域 , :为 X\ 天 上 的 上 调和 函数 , 那么 对 歼 的 任何 一 个 邻 域 
以 对 了 上 的 任何 一 个 上 调和 函数 v, 若 v 在 天 的 某 个 邻 域 下 ( 玉 
c 所 c 萝 的 每 个 连通 分 支 不 调和 ， 则 存在 忒 上 的 一 个 上 调和 函 
数 s 和 一 个 正 的 实 常 数 w, 使 得 在 X\U 上 有 s=u+av. 口 

推论 5-5-4 ([22]) 设 X= RY (N22), 为 了 的 紧 子 集 ,VV 为 KK 
的 一 个 邻 域 , 让,…,V 为 的 那些 与 K 有 相交 的 连通 分 支 , xie 用， 
i=lL…,m. 设 u 为 XX\ 久 上 的 上 调和 沙 数 , 那么 存在 所 上 的 一 个 上 
调和 函数 s 及 一 个 正 的 实 常数 a, 使 得 在 X\F 上 有 


Ss=u+Qy, 


其 中 v= log 一 一 | 当 V= 2;v= 7", Rr N23. 


人 zx 一 2 人 
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第 六 章 ” 超 调和 函数 的 扫除 、 广 义 权 与 容量 


为 方便 计 ， 我 们 对 记号 的 简化 再 做 如 下 说 明 与 补充 . 

一 个 非 空 集 忒 上 的 函数 列 { f, }, 车 当 n->w% 时 其 极限 函数 存 
在 , 常 简 记 之 为 limn fh; 同时 ,lim inf 所 与 lim supn 矿 分 别 代表 函 
数列 的 下 、 上 极限 ， 而 省 去 下 标 趋 于 om 的 说 明 . 类 似 地 ，, 表示 
,mw 表示 人 ，. 正如 § 1.4 说 明 的 那样 , 在 拓扑 空间 X 上 
的 一 个 函数 /的 下 半 连 续 正则 化 广 是 世上 的 这 样 一 个 函数 : 

f = liminf /0) 
sup(inf(fO)1y eV), xeX 


其 中 U 取 遍 XX 的 所 有 开 邻 域 .进一步 ^lim, 所 表示 函数 列 { 记 } 的 
极限 函数 lim, 大 ( 当 存在 时 ) 的 下 半 连 续 正则 化 ; ^inf S 与 
^infifsgy} 分 别 表示 一 族 函数 3 与 一 列 函数 {g,} 的 下 确 界 函数 的 
下 半 连 续 正 则 化 . 把 上 述 n 换 成 i 或 j 等 时 ， 意 义 类 似 . 

本 章 以 下 均 设 ( 多 WU ) 是 一 个 (CC) 调 和 空间 , 为 了 记号 简 
便 , 如 未 另 加 声明 , 用 % 代 表 2U( 和 ), 即 六 上 的 超 调 和 函数 全 体 ; 
XW 中 的 正 函数 全 体 ， 即 闷 上 正 的 超 调和 函数 全 体 记 作 W, . 我们 
已 知道 ，% 和 , 都 是 凸 锥 . 在 中 引进 两 种 次 序 : 

(UD) 自 然 次 序 “<”: 对 多 中 任意 元 素 j1 与 g8, /<g (等 价 于 
g >f ) 当 且 仅 当 f(x) < g(x) 对 所 有 x e X 成 立 ; 这 时 称 : 关于 自 
然 次 序 /为 8 的 下 属 ，g 为 f 的 上 属 . 

(2) 特 殊 次 序 “<”: 对 % 中 任意 元 素 f 与 g,/<g ( 等 价 于 
8g >/ ) 当 目 仅 当 存在 h e KW, 使 得 f+ h=g. 上 、 下 属 的 概念 可 
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类 似 定义 、 
对 fg eV 及 函数 族 3:={ flie 了}cw, 分 别 用 
AS,Ai fi 或 Af},fAg 及 
VS,Ve f 或 Vifi},fVg 
表示 按 自然 次 序 , 函数 族 3 或 {f; g} 在 % 中 的 最 大 下 属 与 最 小 上 
属 ,如 果 它 们 存在 的 话 . 把 上 述 人 , V 分 别 改作 A ,v, 则 表示 关于 
特殊 次 序 的 最 大 下 属 与 最 小 上 属 . 
下 面 用 到 次 序 时 ， 如 未 加 声明 则 都 是 指 自然 次 序 . 


§ 6.1 调和 空间 的 细 拓 扑 


定义 多 上 的 、 使 得 XX 的 每 个 开 子 集 U 上 的 超 调和 函数 都 
在 以 连续 的 最 粗 拓 扑 称 为 细 拓扑 . 

注 1 在 定义 调和 簇 多 时 , 我 们 只 要 求 UM 中 的 元 素 ( 即 U 
上 的 超 调和 函数 ) 是 (关于 原来 的 拓扑 ) 下 半 连 续 的 , 因此 ， 细 拓 
扑 比 原来 拓扑 细 . 

为 了 区 分 细 拓扑 下 的 开 集 、 邻 域 、 连 续 等 等 拓扑 概念 , 我们 
都 把 有 关 的 术语 的 前 面 添上 一 个 “ 细 ” 字 , 例如 细 开 集 、 细 邻 域 、 
细 连 续 等 

注 2 数值 函数 了 在 U 或 其 中 某 点 细 连 续 指 的 是 作为 从 U 
到 [ - w，%] 的 映射 关于 细 拓 扑 连续 ， 不 要 求 函 数值 在 该 处 有 限 . 
但 未 加 “ 细 ” 字 的 “连续 函数 ”， 仍 和 以 前 一 样 ， 指 “连续 的 实 
函数 ”或 等 价 地 ，“ 有 限 连 续 函 数 ”. 

容易 验证 , XX 上 的 细 拓 扑 ， 就 是 包含 所 有 具有 如 下 形式 的 集 
合 的 最 粗 拓扑 ( 即 这 种 集 全 体 是 细 拓 扑 的 一 个 子 基 ) : 


(AoEsVe)<cj， 
其 中 尽 是 开 集 , f 是 以 上 的 超 调 和 函数 , a 是 实数 . 
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定理 6-1-1  G cX 为 x 的 细 邻 域 的 充 要 条 件 是 (1) G 为 x 
的 一 个 邻 域 ( 依 原 拓扑 ) 或 (2) x 有 一 个 开 邻 域 U 及 定义 在 U 上 的 
一 个 超 调和 函数 /使 得 
c=liminff0)> a:=f0) (1.D) 
证 了 明 充分 性 .， (1) 设 G 是 x 的 一 个 邻 域 , 则 G 覆盖 了 x 的 
一 个 开 邻 域 , 因 开 集 必 为 细 开 集 , 故 G 为 x 的 细 邻 域 
(2) 设 x 有 开 邻 域 以 及 以上 的 超 调和 函数 了 满 是 (1.10) 式 ， 则 
存在 实数 a 使 得 
c>a>d, 
且 x 有 一 个 开 邻 域 Wc U 使 得 在 WG 上 有 />a 因此 
xe(Wfoco. 
因 (tf; 史 是 细 开 集 , 故 G 为 x 的 细 邻 域 
必要 性 , 设 G 是 x 的 细 邻 域 但 不 是 x 的 邻 域 那么 存在 有 限 
个 子 基 成 员 (V,/h 0), i= 1,2,…,n, 使 得 
xeNm(V,f, ocG 
那么 ,六 = 一",f 就 是 定义 在 开 集 U:= MV 上 的 超 调和 函数 而 且 
每 个 (了 ,_f, @) 也 是 x 的 细 邻 域 , 且 其 中 至 少 有 一 个 不 是 通常 邻 域 . 
这 时 , 可 设 严 是 U\G 上 的 一 个 收敛 于 x 的 超 滤 子 使 得 
lim F 太 = liminf7O) ， 
于 是 至 少 有 一 个 j: 1<j<n 使 得 
U\(W, hoo) er 
从 而 
Jim 和 三 二 lim gf2Z f+ -£0)>f0). 口 
定理 6-1-2 XX 的 每 一 点 具有 一 个 细 邻 域 基 ( 不 要 求 每 个 成 
员 为 细 开 邻 域 ) 使 得 其 中 每 个 成 员 是 原来 拓扑 下 的 紧 集 . 
证 明 设 xeX, G 是 x 的 一 个 细 邻 域 , 如 果 x e 6G ( 原 拓扑 
下 的 边界 )， 则 G 是 x 的 一 个 通常 邻 域 , 因原 来 的 拓扑 是 局 部 
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紧 的 ， 可 立即 得 出 结论 . 下 面 设 x es 6G. 据 上 一 定理 , 存在 x 的 
一 个 邻 域 及 该 邻 域 上 的 超 调和 函数 /及 一 个 实数 a 使 得 

liminf /0)> a>/f0) (1.2) 
用 8 表示 x 的 一 个 紧邻 域 使 得 f 在 有 上 有 定义 且 使 得 在 B\G 上 
有 f> a( 据 (1.2) 式 知 8 存在 ). 令 

K={y eBIf0) < a), 
则 为 原 拓扑 下 的 紧 集 ,Kc G 有 目 上 包含 x 的 一 个 细 邻 域 

{ye BIf/0)<a}. 口 

定理 6-1-3 XX 关 于 细 拓 扑 是 一 个 Baire 空间 

证 明 设 {G,} 是 一 列 细 开 集 , 每 个 G, 在 为 细 秽 密 .又 设 G 
是 一 个 绸 开 集 . 据 上 一 定理 , 可 用 归纳 法 找 出 X 的 一 列 紧 集 {K,} 
使 得 每 个 Ki 包含 于 Kk 的 细 内 部 有 K,c GMG,,neN. 于 是 

GN Kc GN (MN, G,). 

下 面 用 也 表示 x e XX 的 可 解 邻 域 全 体 组 成 的 集 ( 它 是 一 个 收 
敛 于 x 的 滤 子 ) ， 以 反 包含 为 序 I 是 一 个 定向 集 

定理 6-1-4 设 K 是 x e XX 的 一 个 (在原 拓扑 下 的 ) 紧 的 细 
邻 域 . 那么 R,:= [0, so) 上 的 网 

(4 MIVemD 与 WOIeID 
分 别 收敛 于 1 与 0. 从 而 , XX 在 细 拓 扑 下 无 弧 立 点 . 

证 明 设 h 是 定义 在 x 的 一 个 相对 紧 开 邻 域 G 上 的 正 调和 
函数 月 h(x) = 1( 见 $ 4.1 正 性 公理 ) . 车 K 是 在 原 拓扑 下 的 邻 
域 ， 这 结论 显然 成 立 . 

下 设 天 不 是 x 的 通常 邻 域 . 据 定理 6-1-1, x 有 一 个 开 邻 域 U 
使 得 UV 上 有 一 个 超 调和 函数 / 对 某 个 实数 8 满足 

liminf /0)> 8 >/0). 
于 是 可 选 上 述 We TI 使 得 WcGMU 且 在 W\K 上 有 />B. 注 
意 到 
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凡 JsjoO 及 户 的 定义 ， 可 推出 ， 对 任意 实数 a</(x) 有 
JooD -az> limsup |(/ -ah dn’, 
>- limsup 上、 hdp:, (Vc WwW 
因 a 是 任意 的 , 故 jimjwhdp;=0. 另 一 方面 ,对 任意 Ve I 
且 当 Vc W 时 有 
Gnfy ps (KSIhdp’ =1<(suprh) p' (Kt rw h dys, 
(nf Dy: XN < hrxhdp’. 
因此 
limsup Hi(K)s1s liminf Ar (K), 
0g limsup Hs X\K) < 0. 口 
定义 设 B 是 XX 的 由 一 些 相 对 紧 可 解 集 构成 的 一 个 基 . 称 X 
上 的 数值 函数 /为 8- 近 平 超 调和 的 ,如果 /是 局 部 下 有 界 的 且 对 
每 个 Ve @ 都 有 有 Ms 成立. 
显然 ， 每 个 fe K 是 下 半 连 续 的 B- 近 平 超 调和 函数 
定理 6-1-5 设 /是 8- 近 平 超 调和 的 , 则 /关于 原 拓扑 的 下 
半 连 续 正则 化 广 与 关于 细 拓 扑 的 下 半 连 续 正 则 化 一 致 ,而 且 
f EN. 
证 明 设 Ve SB 据 定 理 4-6-2，Hy 是 下 半 连 续 的 ， 从 而 
让 了 < Wf < 广 同 理 小 站 也 是 下 半 连 续 的 ， 据 定理 5-4-14， 有 
f en. 
记 f 关 于 细 拓 扑 的 下 半 连 续 正则 化 为 站 . 对 x e X， 由 于 x 
的 (通常 ) 邻 域 必 为 细 邻 域 ， 故 有 ， 
ff 6). 


反之 , 令 Q:={ Ve Bjx eV}, 那么 Q 关 于 反 包含 关系 成 定向 集 . 
对 任意 实数 a < 了 (x), 据 定 理 6-1-2, 存在 x 的 一 个 紧 的 细 邻 域 G 
使 得 在 G 上 有 广 c .于 是 ， 由 定理 6-1-4 得， 
f 0) >limro fdp’ 
>alimye py’ (G) + limye (infyf) 1' (XY\ O20a. 
因 a 是 任意 的 , 故 f(x)2 了 0). 口 
定理 6-1-6 对 任意 VY cK, 记 g:=inf{ ux)|ueV}, 若 人 YV 
存在 , 则 VY 在 的 最 大 下 属 Y=&8 且 集 E:={ x e X18(x) < g(x)} 
在 苞 无 处 稠密 . 
证 明 因为 sg>/:=AVe XH, 易 验 证 g 是 2@- 近 平 超 调和 函数 . 
由 定理 6-1-5，&8 es NW. 于 是 由 8 的 定义 知 AV =&. 注意 到 2 的 
元 素 , 包括 /， 都 是 细 连 续 的 , 对 每 个 neN, 令 
En:={ x EX|If(x) sinf(n, glx) -1/n)} 
= M{xEeXIf(x) sinf(n, ux) -1/n)), 
其 中 心 表示 对 所 有 u eV 所 对 应 的 集合 取 交 ,那么 ,是 细 闭 的 . 
我 们 只 要 证 明 ,是 细 无 处 稠密 的 ， 就 可 据 定理 6-1-3 推出 下 = 
Un E。 也 是 无 处 稠密 的 . 为 此 取 定 一 个 ye E,, 那么 f(y) <n 而 且 
存在 》 的 一 个 细 邻 域 y， 使 得 对 任意 x e 六 有 
f0)~1/(2n) <Go . 
因此 对 每 个 xeV mE 有 g(x)-1/n>f(x)>f0y)-11(2n)， 即 
g(x) >f 0W) + 17(2n). 
这 表明 y 不 是 6, 的 细 内 点 . 否则 , .Vn ,将 是 y 的 一 个 细 邻 域 ， 
而 g 在 细 邻 域 中 的 下 半 连 续 正则 化 就 是 由 此 导出 
f0) 2f0) + 1/(2n). 
矛盾 . 这 说 明 为 无 细 内 点 ， 即 无 处 稠密 . 口 
推论 6-1-7 (a) 设 / 是 万 上 的 一 个 细 下 半 连 续 、 局 部 下 有 界 
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的 数值 函数 , 则 Rf:=inf {ulu e Wu>f}eX. 

(b) 设 YV ,WcU 且 和 人 Y 与 人 W 存 在 , 记 

V+W:= {vt+wlved, weW}, 
则 A@W+W)=AV+AW. 

(c) 设 { 多 } 是 的 一 个 子 集 列 使 得 对 每 个 ze N, A 和 存在 ; 
又 设 VcHK. 令 太 =inf{u|ue}, f:=inf{u|ueV}. 若 { 万 } 单 
调 增 加 收敛 于 f， 则 limn (人)=AY. 

证 阴 由 定理 6-1-3 及 本 定理 直接 推出 口 

定理 6-1-8 ” 设 调 和 空间 (X, 的 中 装备 了 细 拓 扑 , 则 X 上 的 超 
调和 函数 凸 维 多 满足 

(1) 下 半 连 续 正 则 化 公理 ,关于 自然 次 序 , % 是 下 定向 集 上 且 对 
U 的 任意 非 空子 集 W, 当 W 在 % 有 下 属 时 ， 则 

^inf {flf ew}e, 
从 而 , 和 AwW= 人 inf {f|few} 

(2) 上 定向 集 公理 : 关于 自然 次 序 , U 中 任何 非 空 上 定向 子 
集 的 上 确 界 函 数 必 在 U 中 . 

(3) 自 然 分 解 公理 : 若 u,v, meU， 满足 xz<v+w, 则 存在 
2 ze 使 得 wu=w+w 目 wsv, wy<w. 

证 明 (1) 显 然 ,% 是 下 定向 集 余 者 由 定理 6-1-6 推出 . 

(2) 设 w 是 W 的 非 空 上 定向 子 族 . 由 于 f: = sup{ f|f ew} 
是 下 半 连 续 的 下 有 限 的 . 由 完备 化 公理 ( 见 $ 4.1) 或 定理 5-4-14 知 

Vw=fpeX. 
(3) 设 ve UW, 今 
Jsup{u(x)—v(x),0}, 当 w(x) < too 
7 00 | 和 
因 ,7 是 细 下 半 连 续 的 , 故 Rf e KU ( 见 推论 6-1-7(a)) 设 了 是 一 个 
拟 正则 的 MP 集 ( 见 8 4.6) , g e CD 用 且 在 8V 上 g < wu. 选取 
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x eV 及 WV 上 的 正 超 调和 函数 m， 它 在 x 取 有 限 值 且 沿 着 上 上 的 
任何 非 正 则 超 滤 子 趋 于 oo . 任 取 e e (0 ,1), 定 义 X 上 的 函数 u* 使 
得 它 在 X\V 上 取 Rf 的 值 而 在 上 等 于 
inf {Rf HR/) + u— Hg + euo)}. 
由 命题 4-5-4 知 , ute YU， 于 是 在 关上 有 
Hes Huspv+p(Rf) sv+ nu(Rf) ， 
usSv+H(Rf)+u- pg. 
从 而 在 交 上 有 wu<v+wu*, 进而 f<u*, Rf<u*, 故 在 了 上 有 
Rf Ce) < HRIN) + ulx) — pH glx) + euo(x). 
由 e,x 及 8g 的 任意 性 推出 在 上 有 
Rf+ us (RI)+u. 
用 所 表示 X 上 的 函数 , 它 在 RF 取 有 限 值 处 的 值 为 u- RY 其 
它 处 的 值 为 w， 由 上 述 不 等 式 知 ,对 任何 拟 正则 集 上 有 ， 


his 
在 V 上 成 立 . 因为 所 正则 集体 我 x 的 一 个 基 ( 见 定理 5-4-16.) 
且 由 fi>0 知 ，/ 的 细 下 半 连 续 正则 化 广 e WU, (定理 6-1-5)， 因 
为 
u=Rf+/, 
由 ww 及 Rf 的 细 连 续 性 推出 
u=Rf+f, Rf<u. (1.3) 
设 wsvit+weW;, 用 vi 代替 上 面 的 v, 相 应 的 f 记 作 有 仍 
同样 推出 有 zx = RM + w, 其 中 w e WU,, Re WU,, 而 且 Rf<v,. 
又 因为 显然 有 
usvitRA 
故 得 
u=inf (vi + Rfo, wt+RA)=inf(v,w)+RAfo 
那么 := inf {vi,w}, ww:= RR 有 即 为 所 求 ， 口 . 
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§ 6. 2 正 超 调和 函数 的 扫除 


以 下 取 定 一 个 调和 空间 (X, 20, 仍 用 弘 .表示 XX 上 正 的 超 调和 
函数 全 体 . 
定义 设 ue 4, 为 X 上 的 函数 , 它 在 E 上 取 值 为 x, 而 
在 X\E 上 取 值 0. 令 
RE:=Rf 
(参见 $ 5.3) 并 称 之 为 u 在 E 上 的 编 减 函 数 (reduit), 把 它 的 下 半 连 
续 正则 化 记 作 角 (， 称 为 在 E 上 的 扫除 (balayage), 或 扫除 函数 
(balayaged function) . 
显然 , R=w 在 上 成 立 ; 而 且 由 下 半 连 续 正则 化 公理 立即 
得 出 到 se U, . 特 当 EE 为 细 开 集 时 ， 由 定理 6-1-5 有 ，RE=RE . 
由 定义 立即 推出 , 对 区 的 任意 子 集 已 书 任意 uv e W 
(车 EcFusv 则 RE<SR'; 
RE, SRI+RS, RFSRE+R®. 
引 理 6-2-1 (a) 设 EcXueW 且 u 在 E 上 只 取 实 数值 记 
={G1G 为 匹 的 细 邻 域 目 xz 在 G 上 取 实 数值 } . 则 
Re=infRe 一 inf{R |Ge Gg}. 
(b) 设 Ec ue UW, 上 且 4 在 E 的 一 个 邻 域 V' 连续 . 若 存在 
we WU 使 得 w<w 目 在 VV 上 有 w>0 成 立 则 
Rs = inf R, :=inf{ R' |V 为 包含 E 的 开 集 }; 
及 “=^inf 尺 ' :=^inf{ 访 ' |V 为 包含 E 的 开 集 }. 
证 了 明 (a) 设 geW 上 且 在 E 上 有 g>u. 任 取 实 数 g>1， 令 
F={x eX|ux) <agr)} UU {x eX|ux)=0}. 


203 


因为 zx 与 8 皆 在 所 上 细 连 续 , 所 以 上 式 右 边 第 一 个 集 是 细 开 集 ， 
第 二 个 集 4:={ x eX| u(x) = 0} 也 是 细 开 集 . 事实 上 , 由 于 
{nulneN}cXK, 
是 上 定向 集 , 其 最 小 上 属 fe 4( 见 § 6.1 上 定向 公理 ) 且 f 在 4 上 
取 值 为 0 而 在 X\4 取 值 为 . 由 f 的 细 连 续 性 推出 4 为 细 开 集 . 
因此 Fe GG ， 即 下 为 E 的 细 邻 域 且 wu 在 上 取 有 限 值 ， 从 而 
inf Ri<ag 
由 a 与 8 的 任意 性 推出 
inf RS<RE . 
反 向 不 等 式 是 显然 的 . 
(b) 设 geW 晶 在 EE 上 有 g>u. 那么 ,对 任意 实数 > 0， 
U:={x eV'l(g + ew\x)> u(x)} 
是 一 个 包含 的 开 集 . 因为 g+ ew>Rs， 故 
gtew> inf Re 
由 g 与 e 的 任意 性 推出 结论 (b) 第 一 式 , 第 二 式 也 因 之 得 证 . 口 
注 (1) 车 把 定理 中 “wu 在 E 仅 取 实 数值 ”, 即 “w 在 E 的 值 
是 有 限 ” 这 一 条 件 删 去 , 定理 不 再 成 立 . 
(2) 显 然 , 在 命题 a) 的 条 件 中 , 若 将 Gg 换 成 9 结论 仍然 成 立 : 
G :={G1G 为 E 的 细 邻 域 } . 
(3) 要 使 bj 中 的 第 二 式 成 立 ， 不 必要 求 w < wm 在 万 上 处 处 成 
立 ， 只 须 在 其 中 一 个 稠密 子 集 上 成 立 . 
定理 6-2-2 设 fhgeW,EcX, 则 
Re RS+RE ,Rsk + Re. 
证 明 若 已 证 明 第 一 个 等 式 , 则 可 从 X 关 于 细 拓 扑 是 Baire 
空间 (定理 6-1-3) 推出 第 二 个 等 式 . 
先 设 EE 为 细 开 集 上 且 fg 皆 在 巨 上 取 有 限 值 . 注意 到 
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Rj 
这 时 上 式 三 个 缩减 函数 分 别 等 于 让 5,。， 丰 4， 尺 5 且 为 和 中 
元 素 , 利用 自然 分 解 公理 (定理 6-1-7) 知 存在 /i, gi e W,, 使 得 
RS,s=fitgr, 其 中 g1SRs, fiSRY. 
因 在 E 上 有 Rf,。=f+g ， 故 在 E 上 有 /=/i,g=g. 从 而 
RY sf, Resg. 


ELpE 
SR/+R,. 


RI+RESfit+g= RI,s, 
好 RI+Re= RI, . 
下 面 考虑 为 X 的 任 一 子 集 . 设 下 为 EE 的 子 集 , 使 得 f+ 8 
在 FF 上 取 有 限 值 . 设 x e XX. 车 RS,。 在 x 取 无 限 值 , 则 结论 显 
然 成 立 . 下 面 设 RF,。 在 x* 取 有 限 值 , 又 设 he .使 得 h(x) 为 有 限 


值 且 在 E 上 有 h>f+ gg. 对 任意 实数 e>0 及 任意 ue KW.， 当 w 在 
玉 上 满足 z> 矿 时, 在 E 有 


uteh>f 
成 立 . 因此 
uteh2>R’. 
由 a 及 w 的 任意 性 知 
R’ (x) > RY (x). 
同 理 可 证 Re (OO > Rs (x). 


利用 上 一 引 理 之 a), 据 上 一 段 讨论 知 
RY,e= RI+RE. 
从 而 
RY,e OER, 0) = RIO) +RE > RIO + RC). 
故 
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Re Ret 
反 向 不 等 式 显然 成 立 . 口 
由 缩减 函数 与 扫除 函数 的 定义 , 我 们 已 知道 , 对 区 的 任意 子 
集 E、F 及 feU.， 有 
RAT SRI+RT 


Rr RR DR 


下 面 的 的 定理 通过 在 上 面 两 个 不 等 式 左边 分 别 插入 关于 交集 的 
缩减 函数 与 扫除 函数 将 它们 精确 化 了 . 若 要求 /是 上 调和 的 , 则 
插 和 人 适当 的 缩减 函数 与 扫除 函数 可 以 精确 化 为 等 式 ( 见 定理 6- 
2-12 ) . 这 些 结果 很 有 用 ， 定 理 6-2-3 将 说 明 拟 容量 的 凸 性 ， 定 
理 6-2-12 在 研究 扫除 测度 时 发 挥 作 用 ( 见 第 九 章 ) . 
定理 6-2-3 设 /feU,,E,Fc 厂 则 
RT+R 1 SRI+RY, 
RA +RI"s RI+R’. 


证 明 ”只 须 证 明 第 一 式 ， 因 第 二 式 可 从 第 一 式 及 Baire 拓 


扑 的 性 质 推 出 . 
先 假定 E,F 为 细 开 集 . 令 
uU:= =RA", y= RI 
则 
u= RE ,v= RE 
且 在 及 JP 有 
utv<SRI+RY 
. 故 由 上 一 定理 得 


EUF 1 EF EF PELF £ F 
RAT+RI =utvSRET+RT= RE SRI+RY. 


下 面 设 EF 是 任意 的 且 用 C, D 分 别 表 示 E 与 上 的 那些 使 
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得 了 在 其 上 取 有 限 值 的 点 构成 的 子 集 . 设 x e X 使 得 RY (x) + 
R(x) 为 有 限 , 则 R(x) 与 RI” (x) 沸 有 限 . 又 设 g s KW 使 得 在 
EUF 上 有 f<g 且 g(x) 有限 . 
对 任意 实数 e>0 及 任何 he WU,， 当 在 CUD 上 有 h>f 时 , 则 
在 EUF 上 h+eg2>f 成 立 . 因此 
h(x) + eg(x) 2 RI (Go . 
由 于 e 及 的 任意 性 推出 
RF GD >R7 GD 
类 似 地 有 
RD>Rz Go . 
从 而 由 上 段 结果 及 引 理 6-2-1 之 a), 借助 于 包含 C, D 的 细 开 集 可 
推出 ， 
RIC+RIC) RIC +RIC) ZR 0) + RG 
>RA 0) +R (x x) 口 
Oe dd 为 此 ,， 先 证 
下 面 引 理 : 
引 理 6-2-4 ”对 任何 一 个 单调 增 的 、XX 的 子 集 列 {4,} 及 在 4:= 
nA 上 取 有 限 值 的 fe U,， 有 - 
supn R= RY, (2.1) 
这 里 取 上 确 界 时 让 n 取 遍 所 有 自然 数 ， 以 下 同 此 . 
证 明 因为 sup R 和 < R4 显然 成 立 ， 只 须 就 满足 
supn RI (xc) < 四 
的 点 xe 无 证 明 (2.1) 成 立 . 为 此 , 设 实数 s> 0 ， 据 引 理 6-2-1， 
对 每 个 ne N, 存在 细 开 集 G,> 4 使 得 
R7 CD < RFP)+2"e. 


cmD 
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那么 ， 按 下 式 定义 的 、 单 调 增 的 细 开 和 集 列 {WW}: 
Wn:= GIY Ca On 
对 每 个 ne N 满足 
RY(x) <RFO) +-2")e. (2.2) 
下 面 用 归纳 法 验证 之 . 当 n = 1 时 ，(2.2) 显 然 成 立 . 一 般 地 ， 若 
(2.2) 对 某 个 ne N 成 立 , 则 可 推出 (2.2) 对 n+1 也 成 立 . 事实 上 ， 
据 定理 6-2-3， 
RY x) + RO (x) S RY OO+R (x) 
< RPO+O-2) etR "0 +2 e, 
其 中 , 4c Gc Ws 月 Anc Anic Grn, 所 以 RF (x) < RY (x), 
从 而 
RI) SR 0) + (1 -2")e. 
这 说 明 (2.2) 成 立 . 令 g:= supn R*, 那么 ge UW,, 日 在 
Un Wh,= Un Gnh A 
上 有 g=/, 于 是 R1<8; 特别 ， 
RY (x) < g(x) < sups RA (x) + e. 
再 由 e 的 任意 性 知 (2.1) 成 立 . 
定理 6-2-5 设 fe WU,4 CX, {gn}nen 是 X 上 一 个 单调 增 的 
正 的 数值 函数 列 ， 其 中 每 个 gr 在 X\4 取 值 为 0 且 对 每 个 x e 4 
有 f(x)= supy g(x). 则 
supn Rgn= RY , (2.3) 
supn Rgn= RS. (2.4) 
特别 ， 当 {gn} 为 WU, 中 单调 增 且 收敛 于 j 的 函数 列 ，{4} 为 单调 增 
的 、 苞 的 子 集 列 使 得 4=wn4dn 时 , 有 


， hp4 i 房 护 二 妈 4 
limRe=Rr，limRw=Rryr， 


证 明 下 面 只 证 明 (2.3) 式 , 因 (2.4) 可 据 定理 6-1-5 由 (2.3) 推 
出 . 为 此 ， 取 定 半 的 一 个 点 x， 我 们 要 证 
supn Rgn (x) 2 R7 (CoD . (2.5) 
下 面 假定 对 每 个 ne N 满足 Rg, (x) < % . ( 否则 ,上 式 显然 成 立 , ) 
a ) 先 假定 /在 4 上 仅 取 w%w 值 . 这 时 ， 如 果 对 每 个 » e N 满 
足 Rgn (x) = 0， 那 么 所 要 结论 已 成 立 . 事实 上 ， 对 任意 实数 
& >0， 可 选取 单调 增 的 函数 列 {u,} Cc Wh, 使 得 在 4 上 ,wu,> g,, 日 
Un(x) <(1-2")e, neN, 
那么 w= supn uneE WU;， 在 4 上 f<u， 而 且 u(x) < e. 从 而 ， 
R’ (x) =0 < sups Rg, (x). 
因此 ， 可 假定 存在 某 个 ke N 使 得 
0 < Regkx) < o. 
选 定 一 个 w e W, 使 得 w(x) < om 且 在 4 上 有 sgk< w. 任意 取 实 数 
a >0. 令 
Bi={ye4dlsgO)>acwOjjnsN B=,B,. 
显然 ,w 在 8 上 仅 取 有 限 值 而 在 4\B 上 恒 取 w 值 . 因为 w(x) < om， 
RS (x) < ewlx) 
对 任意 实数 成 立 ， 故 RY (x) = 0. 从 而 
RgAx) < RI(x) < Rx) +R (x)= R(x). 
由 上 一 引 理 得 
supn Rgn (x) > ac supn R® (x)= a R(x)> a Rexdx). 
由 Q 的 任意 性 知 sup, Rgn(x)= 吕 > R(x). 即 (2.5) 成 立 . 
b ) 下 证 (2.5) 对 一 般 的 了 成立 . 设 0<a <1, 令 


En=y eAIfO) <g ON {ye AIfO)=0}, E=U,E. 
由 上 一 引 理 


Supn Rgn (x) > a supn RF (=a RS {7). 
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从 而 
Supn Rgn (x) > R7 (72). 
因为 1 在 4\E 只 取 % 值 , 故 由 a) 的 证 明知 R 代 (x)=0 或. 
当 R 代 (x)=0 时 ， 
RI SRY +R (x)= RS (x) < supn Rgn (x); 
当 R 放 (x)= wm 时 ， 由 a) 的 结论 得 
supn Rg (x) > RI (x)= o> RI). 
总 之 ，(2.5) 成 立 ,其 余 结 论 是 (2.3), (2.4) 的 直接 推论 . 口 
下 面 考虑 关于 正 上 调和 函数 的 扫除 . 
定理 6-2-6 设 u 是 调和 空间 XX 上 的 一 个 正 上 调和 蚂 数 ,E 是 
X 的 子 集 . 则 RE 在 X\E 上 是 调和 的 , 在 X\E 及 的 纳 内 部 有 
RE=RE. 
证 明 设 办 是 世上 这 样 的 超 调和 函数 g 全 体 : g 在 上 优 
于 wu, 即 g>u. 对 任何 一 个 其 闭 包 包含 于 X\ 玉 的 相对 紧 开 集 V， 
截断 函数 gy> ur> 0 (参看 定理 5-1-4 ) ， 从 而 gy 仍 在 WwW 中, 故 w 
是 X\4 上 的 一 个 Perron 集 , 据 定理 5-1-6 知 , RE=infw 在 X\EE 
调和 . 
因为 在 已 上 zx = Rt 有 目 wu 在 E 的 细 内 部 为 细 连 续 ， 由 定理 6- 
1-5 知 第 二 个 结论 也 成 立 ， 口 
推论 6-2-7 如 果 p 是 X 上 的 一 个 位 势 ， 则 
A{ RAY|K 为 六 的 紧 子 集 } = 0; 
车 p 在 它 取 0 值 的 点 都 连续 , 令 G:= {x e Xip(x)>0}， 则 
A{ RAYIK 为 G 的 紧 子 集 } =0. 
证 明 第 一 个 结论 由 定理 直接 推出 . 又 由 定理 4-5-2 可 得 
出 , p 在 G 上 的 限制 也 是 位 势 . 于 是 由 第 一 个 结论 推出 第 二 个 
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结论 ， 口 

定理 6-2-8 ” 设 是 调和 空间 无 上 的 一 个 正 上 调和 函数 吓 x 
在 X 的 子 集 E 上 取 的 值 都 是 有 限 的 . 又 设 K 是 X\E 的 Gs 型 子 集 . 
那么 对 任何 严格 正 的 实数 =， 存 在 一 个 细 开 集 G 包含 了 一 并 在 天 
上 满足 

R°<REte. 

证 明 先 考虑 巨 六 天 = 包 的 情况 ,由 引 理 6-2-1 及 定理 6-2- 
6 立即 得 到 结论 . 对 一 般 的 情况 ， 因 K 为 Gs 型 集 ， 可 找到 五 的 
一 个 单调 增加 的 子 集 列 {,} 使 得 E 就 是 这 些 子 集 的 并 ,， 且 每 个 已 
的 闭 包 与 K 不 相交 . 于 是 可 找到 一 个 单调 增加 细 开 集 列 {G,} 使 
得 每 个 Ec G, 且 在 K 上 有 

R2 < Rm +(1-2™)e. 

那么 G:= wn G， 满足 定理 的 要 求 ， 口 

定理 6-2-9 (Boboc-Constantinescu-Cornea 定理 ) ” 设 u 是 调 
和 空间 关上 的 一 个 正 上 调和 函数 且 EcX. 那么 , 对 任意 Go 型 紧 
子 集 KcX\E 和 任意 严格 正 的 实数 se, 存在 区 上 的 一 个 正 上 调和 
函数 8， 它 在 巨 上 取 x 的 值 且 在 天 上 小 于 及 +s 特别， 在 天 
上 有 

RE -Re . 

注 由 此 ， 当 XX 的 每 个 单 点 集 都 是 Gs 型 集 时 ， 上 式 在 X\E 
上 处 处 成 立 . 特 当 针 具 有 可 数 基 有 时， 由 推论 5-4-2 及 定理 6-2-5， 
可 加 强 为 ， 对 任何 正 超 调和 函数 w,， 上 式 在 多 \E 上 处 处 成 立 ， 

证 明 将 天 表示 成 一 个 单调 减 的 开 集 列 { 攻 } 之 交 . 令 := 
X\ 功 . 据 定理 6-2-6， 有 2 在 K 上 有 限 连续 ， 故 存在 一 个 由 严格 
正 的 实数 构成 的 列 {a,}， 使 得 对 每 个 ne N， 在 K 上 都 成 立 着 


< * 


21} 


另 一 方面 ， 据 上 一 定理 ， 存 在 包含 集 { x e E| u(x) <oo } 的 细 开 集 
G 使 得 在 KK 上 有 
Re < Rt +e/2. 
那么 
g:= jinf{u, R® + 2 Re} 

即 为 所 求 . 口 

下 面 两 个 命题 是 经 典 位 势 论 中 相应 结论 的 直接 推广 

引 理 6-2-10 若是 调和 空间 XX 上 的 一 个 MP 集 , 则 对 于 X 
上 任意 的 正 超 调 和 函数 x， 在 这 上 成 立 着 

Rxv =H,. 

证 明 设 ve%W，. 定义 X 上 的 函数 g 使 得 它 在 X\WV 上 等 于 
4 而 在 上 等 于 inf {wu v}， 则 由 定理 4-5-2 推 出 ge K, ， 因 为 g 
在 X\V 上 优 于 wu 故 Rr*Y <v. 由 V 的 任意 性 得 出 RY < 到 . 反 
向 不 等 式 是 显然 的 . 

定理 6-2-11 设 X 是 P 调和 空间 ， 那 么 X 上 任意 一 个 正 上 
调和 函数 在 XX 的 任意 紧 集 K 上 的 扫除 是 一 个 位 热 . 

证 明 ”利用 定理 6-2-6 及 上 一 引 理 推出 ，R 在 KK 的 一 个 紧 
邻 域 之 外 为 某 个 位 势 p 所 控制 ， 故 为 位 势 (推论 5-4-11). 

定理 6-2-12 设 EFcX f 是 XY 上 的 正 上 调和 函数 ， 令 

A={x E Elf(x)<%}, B=:{xe FIf()<w), 
= inf{ Roy 1 到 分 别 是 包含 4, 8 的 细 开 集 }， 

其 中 (7 所/):= RY 入 RY. 则 


RAS+RIs=RI+R?, (2.6) 
Rr tReet CT) 
若 8 是 姜 上 的 正 上 调和 顺 数 使 得 g < 大 则 让 s+ < 衣 57. 
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证 明 ” 先 证 明 第 一 式 . 令 凡 丈 分 别 为 包含 4， 的 细 开 

集 . 注意 到 (VW:f)e U, 那么 , 在 VUW 上 
f+(VWf)=R,+RY; 
同时 考虑 关于 等 式 两 边 的 函数 在 上 wv 丈 上 的 缩减 函数 ， 由 定理 
6-2-2 得 出 
RY+ RD n =Ry+RY, 

青 由 定理 6-2-1 推出 (2.6). 

因为 f 为 上 调和 ， 它 在 X 的 一 个 稠密 子 集 上 取 有 限 值 ， 故 
玉 1 = 及 上， 良 2= 六 人， 余 类 似 . 由 定理 6-1-5 知 (2.7) 成 立 . 

下 面 考虑 蕊 上 的 正 上 调和 函数 g 使 得 g < f; VV 与 WW 假设 如 
前 . 任 取 实数 e> 0, 令 

G:= {xE€eX|lgx) <ef(x)}, VV:=VUG,W’:= WYUG. 
显然 VW' 分 别 是 包含 { x € E|g(x) <oo} 与 {x e Figx)<%} 
的 细 开 集 . 于 是 

(Vs W’, g) < (V, W, g)+ ef. 
RE SRoxaSRGYN TEFSROY +22f < RY ,+2ef. 
因为 V，W 是 任意 的 ， 故 
RErsRsr+2ef. 

因为 /上 调和 ,在 针 的 一 个 稠密 子 集 上 取 有 限 值 , 而 e> 0 可 任意 
小 ， 故 本 定理 的 最 后 的 结论 成 立 . 口 


§6.3 广义 容量 与 拟 容量 


本 世纪 50 年 代 由 Choquet G 提出 的 容量 理论 发 展 并 包括 了 
经 典 位 势 论 中 的 Newton 容量 及 Green 容量 等 重要 内 容 ， 并 因 
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Choquet 证 明了 容量 的 凸 性 及 在 相当 一 般 的 条 件 下 ，K- 解 析 集 的 
可 定 容 性 而 获得 广泛 应 用 . Choquet 容量 是 定义 在 一 个 集 的 每 集 
上 , 取 值 于 R.:= [0, %) 的 满足 三 个 容量 条 件 的 映射 . 把 值 域 R. 
改 为 由 满足 某 种 条 件 的 正 函 数 构成 的 凸 锥 ， 并 把 所 谓 容量 三 条 
件 作 适当 修改 ， 就 得 到 了 形 形 式 式 的 广义 容量 . 为 了 便于 与 调和 
空间 上 的 扫除 联系 , 我 们 只 考虑 如 下 情形 ， 即 作为 值 域 的 函数 凸 
锥 就 是 调和 空间 关上 的 超 调和 函数 全 体 % 的 正 子 锥 U, 或 一 个 
与 UW, 密切 关 联 的 正 函 数 凸 锥 W. . 若 未 加 说 明 , 下 面谈 到 的 容量 
皆 指 这 种 广义 容量 . 


1， 容 量 与 拟 容量 


定义 设 了 是 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , 映射 7: 2 上 -> WU， 
若 满足 下 面条 件 (cl),(c2)， 则 称 为 是 了 上 的 一 个 拟 容量 ; 若 y 满 
足 (c1),(c2)， 则 称 为 弱 拟 容量 : 
(c1) 对 任意 4、B, 若 4 cBcY,， 则 y(4) < y(B); 
(c2) ”对 任意 一 个 单调 增 的 、Y 的 子 集 列 {4,} 有 
limn 7 (4n) = 7 (un A) (3.1) 
(c2) (3.1) 仅 对 任意 的 单调 增 的 、Y 的 相对 紧 子 集 列 {4,} 
成 立 . 
若 ” 为 拟 容量 且 满 足下 面 (c3)， 则 称 之 为 容量 : 
(c3) 对 任意 单调 减 的 .了 的 紧 集 列 {K,} 有 
Alim。7(Kn) = y(n Kn) . 
定义 ”从 2 到 一 个 由 正 函数 构成 的 凸 锥 的 映射 y 若 满足 : 
(c4) 对 任意 4 .BC7 了 有 
7(C4UB)+7YyCdmB)<S7(C4)+7Y(B)， 
则 称 是 凸 的 .或 y 满足 凸 性 . 
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7 若 对 了 的 任何 子 集 4 满足 

(c5) y(4)=^inf{ y(WW|1 WV 是 4 的 开 邻 域 }， 
则 称 y 是 右 连续 的 ; 

车 (c5) 仅 对 了 中 的 紧 集 4 成 立 . 则 称 > 是 紧 右 连续 的 . 

定义 设 y 是 7Y 上 的 容量 、 拟 容量 或 弱 拟 容量 . 了 的 一 个 子 
集 4 称 为 关于 y 可 定 容 , 指 的 是 下 面 (c6) 条 件 成 立 : 

(c6) Y(4)=sup { Y(K)1K 为 4 的 紧 子 集 }. 

定义 映射 疡 : 2 一 > UW， 如 下 

(c7) (4)=^inf { y(W)|W 是 4 的 开 邻 域 }. 
称 y# 为 y 导 出 的 外 容量 . 

若 对 了 的 任意 紧 子 集 K 有 六 (K) =y(K)， 则 称 y 是 正则 的 

显然 ， 若 上 一 定义 中 的 映射 y 若 为 容量 ， 则 y 是 紧 右 连 续 
的 等 价 于 y 是 正则 的 . 

注 车 上 述 ) 的 值 域 改 成 一 个 满足 下 面条 件 的 、 由 XX 上 的 正 
函数 构成 的 凸 锥 w，: 

(D{u| 存在 Vc U, 使 得 zx=infy}cW，; 

(2) 上 定向 集 公理 : 关于 自然 次 序 , W, 中 任何 非 空 上 定向 子 

集 乡 的 上 确 界 函 数 supY 必 在 W, 中 ; 
(3) 下 定向 集 公理 : 关于 自然 次 序 ,W, 中 任何 非 空 下 定向 子 
集 子 集 乡 的 下 确 界 函 数 infV es Wi， . 

则 上 面 所 述 各 种 定义 仍然 有 效 ， 只 是 条 件 (c3),(c5),(e7) 中 的 下 半 
连续 化 的 符号 必须 去 掉 . 今后 若 考虑 映射 取 值 于 W, 时 都 自动 按 
此 处 理 . 不 过 , 若 未 加 声明 ,我 们 考虑 的 都 是 从 2 到 ,的 映射 . 

定理 6-3-1 若 y : 2 一 U. 是 凸 的 拟 容量 ， 则 y 导 出 的 外 容 
量 六 是 凸 的 容量 . 

证 明 (1) 先 证 产 是 一 个 拟 容量 . 

设 吕 是 X 的 一 个 拓扑 基 , 它 的 成 员 都 是 相对 紧 的 可 解 集 ， 对 
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任意 4C 了 ， 易 验证 
g= infft y( 耻 | 于 是 4 的 开 邻 域 } 
是 一 个 -近乎 超 调 和 函数 ， 据 定理 6-1-5 知 , (4) =&e UY. 显 
然 六 满足 单调 性 条 件 (cl). 为 验证 条 件 (c2), 现 设 了 的 子 集 列 
{4n} 是 单调 增加 的 . 记 40:= 4, . 那么 
limn(inf{ y(W)| WW, 是 4 的 开 邻 域 }) 
= inf{ y(Wo) | 10 是 ho 的 开 邻 域 } 
下 面 验证 之 . 为 方便 起 见 , 把 上 式 简 记 为 
lim, (inf y (W)) = inf y (Wo) (3.1) 
对 任意 x e XY 及 X 的 子 集 B8, 用 y(B)(x) 简 记 ( y(B))(x) . 据 条 件 (c1) 
显然 有 
limn (inf y(W)(x) Sinf y (WO)(x) 
为 证 反 向 不 等 式 , 不 妨 设 上 式 右边 取 有 限 值 . 任意 取 定 一 个 实数 
E>0. 因 y 是 凸 的 ,对 每 个 ne N, 我 们 可 采用 归纳 法 来 选取 4， 
的 一 个 开 邻 域 G,, 使 得 集 列 { G,} 是 单调 增加 的 且 
7 (GC) Sinf (VCO+ 27e. 
令 G:=UiG,, 则 Go4o, 且 
inf y (Wo)(x) < y (G)(x) 
= lim, [7(G»)(x)] 
< lim, [Ginf y (W,))]+e. 
因 s 与 x 是 任意 的 , 得 (3.1) 式 . 
因 满足 据 上 定向 公理 ， 故 lim, (^inf y (WW,)) e WU, . 又 因为 
inf y(t) 是 多 近乎 超 调和 函数 且 多 关于 细 拓 扑 是 Baire 空间 , 由 
(3.1) 式 推出 
lim,(Sinf y (Wh)) = ^inf y (Wo) 
即 证 得 lim, (4;) = j#(4do) . 即 产 满足 条 件 ( c2) . 
(2) 再 证 产 满足 条 件 (c3)， 从 而 # 为 容量 . 为 此 考虑 单调 减 
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的 、 了 的 紧 子 集 列 {K,}， 令 := mK,， 由 单调 性 知 


limn PF(K) > PF(K), 
从 而 

Nims PKn) > HK). 
另 一 方面 , 对 天 的 任 一 开 邻 域 已 存在 m e N 使 得 > Kn， 从 而 

limn )#*(K) < y (7), 
由 

lim jx(K) < inf { yY( 丰 1Kc VV 为 开 集 } 

推出 


Nim, PF(K) < (RK), 
即 (c3) 成 立 . 

最 后 , 由 y 的 西 性 及 外 容量 的 定义 可 推出 yx 的 凸 性 . 口 

推论 6-3-2 若 y 是 紧 右 连续 的 拟 容量 , 则 ”是 一 个 容量 . 

证 明 因 y 是 拟 容量 , 故 满 足 条 件 (cUD)、(c2) , 因 y 是 紧 右 
连续 的 , 可 以 用 y 代替 x 重复 上 一 定理 证 明 的 第 (2) 步 而 证 得 
y 满足 (c3) . 口 

定义 ” 设 Y' 是 一 个 拓扑 空间 , Fc Y'. 如 果 存在 可 数 个 紧 集 
{Kili,j e N} 使 得 到 =mww5， 就 称 忆 是 一 个 Kos 型 集 . 

局 部 紧 Hausdorff 空间 了 的 一 个 子 集 4 称 为 K- 解 析 集 ， 如 果 
存在 一 个 局 部 紧 空间 7 的 一 个 Kos 型 子 集 F 及 一 个 从 Y’ 到 了 
的 连续 映射 % 使 得 4= w(Y”). 

例 在 一 个 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 中 ,每 个 
Borel 集 都 是 K- 解 析 集 . 

引 理 6-3-3 设 了 ,了 都 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , y 是 了 上 一 
个 拟 容量 . 若 f 是 从 Y’ 到 了 的 一 个 映射 ， 则 映射 : B 上 > y(7(B)) 
是 Y' 上 的 一 个 拟 容量 ， 车 f 是 连续 的 , y 是 了 上 一 个 弱 拟 容量 ， 
则 映射 广 是 了 上 的 一 个 弱 拟 容量 ; 并且 ，Y’ 的 子 集 8 关于 厂 
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可 定 容 蕴涵 着 (B) 关于 y 可 定 容 . 
证 明 设 y 是 了 上 一 个 拟 容量 . 由 y 满足 (c1) 条 件 直接 推 
出 古 也 满足 条 件 (c1). 车 Y’ 的 子 集 列 { B, } 单 调 习 加 , 则 由 于 y 
满足 条 件 (c2)， 有 
lim; T(B;) = lim, y(7(Bo)) 
=y(Unf (By) = yf (oy B»)) 
= 六 (ww B), 
即 厂 满 足 (c2), 从 而 到 为 Y' 上 的 拟 容量 . 
设 了 连续 , y 是 了 上 的 弱 拟 容量 . 注意 到 紧 集 连续 象 仍 为 紧 
集 ， 可 类 似 证 明 三 为 弱 拟 容量 . 当 8 关于 矿 可 定 容 时 ， 则 
7(f(B)=T(B)= supx T(K) 
= supx 7rV(K)s supe r(C) 


< 7Y((B)), 
其 中 K 取 遍 B 的 所 有 紧 子 集 , C 取 遍 f (B) 的 所 有 紧 子 集 . 因此 
7(B) 关于 y 可 定 容 . 口 
注 尽管 拟 容 量 本 身 与 拓扑 无 关 , 但 为 了 与 容量 、 弱 拟 容量 
统一 处 理 ， 所 以 定理 假定 了 是 拓扑 空间 . 
定理 6-3-4 设 古 : 27 一 Us 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 Z 上 
的 紧 右 连续 的 弱 拟 容量 , 则 每 个 Kos 型 集 正 是 关于 古 可 定 容 的 . 
证 明 设 F:= vjKij 不 妨 设 对 每 个 取 定 的 i, {Kij}jen 是 单 
调 增 的 紧 集 列 . 我 们 要 证 , 对 任意 z e yY' 有 下 式 成 立 : 
蔗 (F )(z)= sup{ 不 (O)(z)1C 是 下 的 紧 子 集 } (3.2) 
若 F(F )(z) = 0， 上 式 自然 成 立 . 因此 ， 下 面 取 定 一 个 满足 
(FX(z)> 0 的 z e Y'. 对 任意 实数 a :0<a< 芽 (F X(z), 可 用 归 
纳 法 选取 一 个 自然 数列 { nien 使 得 相应 的 集合 列 {K; , }ien 满足 : 
对 任意 me N 有 
TF Ki, Na)> ea. (3.3) 


218 


事实 上 , 当 i=1 时 有 所 CC (UjKi)), 因 {Kij}jen 单 调 增 , 由 条 件 (c2) 
有 
T(F)=T(J (FNKD) = lim) T(F A Ky) 
故 存在 放 使 得 丰 (FMKi, )(z) > c . 现 假 定 已 对 所 有 i < m 选 好 
{ 让 :< 户 <…<jm-1， 使 得 
Fnm([ Ki, Ma)>a. (3.4) 

因为 {F Kw A 六。 Ki )Yen 是 单调 增 的 相对 紧 子 集 列 ， 其 并 
集 为 正和 (站 ”KK，), 由 条 件 (c2)” 及 (3.4) 式 知 存在 j， 使 得 六 
>jnm-1 且 (3.3) 式 成 立 . 

记 C := MiKi,， 显然 CcF. 因 Y’ 是 Hausdorff 空 间 , 所 以 
C 为 紧 集 . 类 似 定理 6-3-1 后 半 段 的 证 明知 , 对 C 的 任 一 开 邻 域 
G, 必 存 在 正 整 数 m 使 得 门 ，Ki, c G. 因 厂 是 紧 右 连续 的 ， 由 
(3.3) 式 得 

(COG) =infe T (Oz) > infn(T(f NY, Ki, DG 
2inf,(T(FA(MN, Ki, >a. 

因为 a 是 任意 的 , 所 以 (3.2) 成 立 . 口 

定理 6-3-5 设 了 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , y 是 了 上 的 一 个 
紧 右 连续 的 弱 拟 容量 , 则 了 的 每 个 K- 解 析 子 集 是 可 定 容 的 . 

证 明 设 4c 了 是 K- 解 析 集 , 设 Y’ 是 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 
所 为 Y' 中 Koi 型 集 ， 太 7 一 > 了 是 连续 映射 使 得 f(F)=4. 

由 引 理 6-3-3, 从 2" 到 和 的 映射 厂 : By(f(B) 是 了 目的 弱 
拟 容量 . 下 证 三 是 紧 右 连续 的 . 设 C 为 F 的 紧 子 集 ,V 是 / (C) 
的 任 一 开 邻 域 . 因 映 射 了 连续 , 故 f(C) 是 了 的 紧 子 集 ,让 (四 是 C 
在 Y’ 中 的 开 邻 域 . 由 y 的 紧 右 连续 性 及 六 的 定义 知 

T(O=7rV(O)= infy y(Y) 
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=infy y((J) 
>infc T(O)> T(O 
其 中 下 确 界 分 别 取 遍 了 (COC) 的 所 有 开 邻 域 及 C 的 所 有 开 邻 域 G. 
于 是 丰 (C)= infc 广 (G)， 即 太 是 紧 右 连续 的 . 
据 定理 6-3-4 知 , 关于 矿 可 定 容 . 由 于 /连续 ; 由 引 理 6-3-3 
知 4=f(F ) 关 于 y 可 定 容 . 口 
注 (1) 一 个 ( 弱 ) 拟 容量 车 不 满足 紧 右 连续 的 条 件 , 则 -解析 
集 未 必 可 定 容 . 在 下 一 小 节 我 们 将 看 到 这 样 的 例子 . 
(2) 在 上 段 的 各 定理 中 , 用 更 为 一 般 的 函数 锥 ， 例 如 W, 代 替 
UW, 来 考虑 ( 弱 ) 拟 容量 ， 仍 可 得 到 类 似 的 结果 . 
将 定理 6-3-4 的 证 明 过 程 略 作 修改 ， 可 得 下 面 关 于 容量 的 定 
理 , 请 读者 练习 写 出 证 明 或 参见 文献 [10] . 
定理 6-3-6 ”在 局 部 紧 Hausdorff 空 间 , 任 一 K。s 型 集 关 于 任 
意 容量 是 可 定 容 的 ; 任 一 K- 解 析 集 是 可 定 容 的 . 口 
推论 6-3-7 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 车 具有 可 数 基 ， 则 每 
一 个 Borel 集 可 定 容 . 
证 明 ”因为 在 这 样 的 空间 中 ， 每 一 个 Borel 集 都 是 K- 解 析 
集 ， 所 以 可 由 定理 直接 推 得 ， 口 


2， 扫 除 定义 的 容量 


以 下 谈 及 的 连续 函数 皆 是 连续 的 实 值 函数 ， 

定理 6-3-8 设 (% U ) 为 调和 空间 , xz e Us . 那么 

(1) 从 2 到 Wn 的 映射 加 :ERE 与 从 2 到 HW 的 映射 和 
Eb 有 都 是 X 上 的 凸 拟 容量 . 

(2) 若 x 在 世上 连续 上 且 对 区 的 任 一 紧 子 集 天， 都 存在 一 个 
EU 使 得 w< oo 且 在 KK 的 某 个 邻 域 U 上 有 w>0 成 立 , 则 办 
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和 g 都 是 上 的 正则 凸 容量 . 因此 ， 对 任何 K- 解 析 集 4 有 : 
$(4)= sup{ $ (RIK 为 4 的 紧 子 集 }, 即 


R4= sup{ RK |K 为 4 的 紧 子 集 }. (3.5) 
入 (4) =sup{ (IK 为 4 的 紧 子 集 }, 即 
R4=sup { R*|K 为 4 的 紧 子 集 }. (3.6) 


(3) 当 考虑 六 上 的 细 拓 扑 时 ， 如 果 wu 仅 取 有 限 值 , 则 办 和 乡 
都 是 X 上 的 正则 凸 容量 . 

注 例如 在 S 调和 空间 ， 上 述 (2) 中 的 w 存 在 . 

证 明 ”由 缩减 函数 及 扫除 的 定义 知 ，# |，# 都 满足 条 件 (c1); 
由 定理 6-2-3 及 6-2-5 知 g, G 是 XY 上 的 凸 的 拟 容量 即 (1) 成 立 . 

再 由 定理 6-2-1 之 b) 知 ，# ,yp 是 紧 右 连续 的 ， 据 推论 6-3-2 
知 , 轴 和 乡 都 是 蕊 上 的 正则 凸 容量 ， 由 定理 6-3-5 及 其 附注 推 
出 (3.5),(3.6) 成 立 . 即 (2) 成 立 . 

由 引 理 6-2-1 之 a) 知 , 关于 细 拓 扑 ，#，p 是 右 连续 的 ， 当 然 
是 紧 右 连续 的 .其余 类 似 (2) 的 证 明 ， 可 推出 (3). 口 

下 面 考察 S 调和 空间 与 P 调 和 空间 上 的 情况 . 

定理 6-3-9 设 (% 20 是 一 个 S 调和 空间 , x e WU， 是 连续 的 实 
函数 ， 则 扫除 与 缩减 

GEDRE;, gi:ErRE 

分 别 定义 的 、 无 上 的 凸 拟 容量 都 是 正则 容量 ， 

证 明 由 定理 6-3-8 之 (1) 知 少 , 办 是 凸 拟 容量 . 下 证 其 正则 
性 ， 即 对 元 的 任 一 紧 子 集 天 成 立 

Rx=inffR?|1G 是 的 开 邻 域 } ， (3.7) 
RX= 和 A :=^inf{ Re|G 是 的 开 邻 域 } ， (3.7) 

因 (% 0 是 Ss 调和 空间 , 对 XX 的 任 一 紧 子 集 K， 必 有 一 个 连 
续 正 上 调和 函数 w 使 得 w 在 天 的 一 个 邻 域 上 处 处 取 严格 正 值 ( 见 
§ 5.4). 据 引 理 6-2-1 之 b) 有 (3.7) 式 成 立 ， 从 而 (3.7) 也 成 立 . 
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再 由 推论 6-3-2 知 结论 成 立 ， 口 

定理 6-3-10 设 (X, 人 0 是 S 调 和 空间 ,s 是 X 上 任意 的 正 上 调 
和 函数 . 若 s 可 以 表示 成 一 族 连续 的 正 上 调和 函数 之 和 , 则 映射 
p: Er 是 XX 上 的 正则 凸 容量 . 

证 明 设 s := 一 ,, si, 其 中 每 个 % 都 是 连续 的 正 上 调和 函数 
对 任意 取 定 的 紧 集 大 ， 由 定理 6-3-9， 

名 = 人 名 := Ainft 庆 必 是 包含 K 的 开 集 }. 
设 J 是 1 的 有 限 子 集 ， 那么 
RsAR SY, AR+D,, s 
二 处 ty 3 义 to 5 

J 是 任意 的 且 上 调和 函数 s 在 XX 上 几乎 处 处 有 限 , 当 s 在 xeX 
取 有 限 值 时 ， 通 过 适当 选取 J 可 让 》，，six) 任 意 小 . 从 而 推出 
如 = 人 站 . 于 是 , p 是 紧 右 连续 的 、 凸 的 拟 容量 . 再 由 推论 6-3-2 
知 ，$ 是 容量 ; 凸 性 与 正则 性 是 显然 的 . 口 

定理 6-3-11 设 (X, 是 P 调 和 空间 , p 是 无 上 的 一 个 位 势 ， 
则 映射 p: Br 3 镍 是 关上 的 正则 的 凸 容量 的 充 要 条 件 是 : 在 和 的 
特殊 序 “<” 下 ，p 是 位 势 族 

Wp:={ 91g <p，9 为 上 的 连续 实 值 位 势 } 

的 最 小 上 属 . 

证 明 充分 性 . 因 p 是 W, 族 在 特殊 序 “<” 下 的 最 小 上 属 ， 
可 以 证 明 (cf.[10]),p 是 一 族 实 值 连续 位 势 { pi|ie7} 之 和 ， 即 p= 
Zi pi. 因 (%, 是 P 调和 空间 ， 从 而 是 S 调和 空间 . 由 上 一 定理 
知 ，g: BHy 及 是 世上 的 正则 的 凸 容量 . 

必要 性 可 由 Constantinescu-Cornea 定理 ([10]Th.8.3.1) 推 出 . 口 

注 对 于 非 5S- 调 和 空间 的 调和 空间 (X, Ww),: 上 述 用 扫除 或 缩 
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减 定义 的 拟 容 量 未 必 为 容量 ， 也 未 必 正 则 . 
例 设 丰 {yz)e 民 |x+y=zz}, 在 X 中 考虑 民 的 诱导 
拓扑 , 则 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 . 设 f 为 R 上 的 函数 : 
—Inz, 0<z<e” 


a 


构造 X 上 的 一 个 调和 簇 认 如 下 : 对 区 的 任意 开 子 集 G， HG) 是 
G 上 满足 下 述 条 件 的 连续 实 值 函 数 h 全 体 : h 使 得 

D:={(x, 几 eR?| 存在 z<0, 使 得 (x,y,z) e G} 及 

D’:={(x,y) e R?| 存在 z> 0, 使 得 (x, y, z) € G} 
上 的 函数 

(x f(z) hlx, y, z) 
是 户 上 Laplace 方 程 的 一 个 解 . 可 以 验证 (X, 4 是 一 个 Bauer 调 和 
空间 (c.f.[10]), 这 个 空间 上 任意 正 上 调和 函数 s 具有 如 下 形式 
0， 当 (x,y,z) eX,z<0 


SC,y,2)= 7 当 (x,y,z) eX,z>0 


其 中 a>0 为 任意 实 常数 , 可 见 , XX 上 的 每 个 正 上 调和 函数 都 是 调 
和 函数 . 注意 到 (0,0,0) es 和 % 但 是 不 存在 一 个 正 上 调和 函数 满 
足 s (0,0,0) > 0, 所 以 (4 4 不 是 S 调和 空间 . 
我 们 看 到 , 对 XX 上 的 任 一 正 上 调和 函数 ** 0， 拟 容量 
内 AD Re 与 hi:EDRE 
都 不 是 正则 的 . 事实 上 ，, 对 于 紧 集 K:={(0,0,0)}， 由 缩减 函数 的 定 
义 及 s 的 表达 式 知 Rt = 0, 从 而 尺 = R*= 0 . 另 一 方面 , 对 
的 任意 开 令 域 G, 都 有 有 =R6=s#0. 故 
丸 z*Af 有 5|G 为 的 开 邻 域 }， 
即 fj 不 正则 . 
这 例子 也 说 明了 , g 与 不 是 容量 . 事实 上 ， 可 取 大 的 一 列 
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单调 减 小 的 、 相 对 紧 的 开 集 {G*} 使 得 
GricGcGneN K={(0,0,0)} =rvG. 
据 上 段 所 述 ，b(G, )= hh(G,)=s#0,6(K)= 和 (KK)=0. 即 p 与 
办 不 满足 (c3) . 口 
关于 容量 正则 性 的 概念 是 高 琪 仁 引入 的 ([19]、 [17]), 拟 容量 
的 概念 是 作者 ([50],[60]) 引 入 的 . 本 节 上 述 定理 是 高 或 作者 从 不 
同 角度 发 展 Constantinescu-Cornea 等 人 的 广义 容量 理论 的 结果 . 


3， 关 于 Choquet 容量 的 附注 


本 节 此 前 所 述 的 容量 都 是 广义 容量 , 当 我 们 考虑 的 正 超 调 和 
函数 全 体 构 成 的 凸 锥 U, 是 R, 时 ， 即 每 一 个 正 超 调和 函数 都 是 
正 的 常 值 函数 时 ， 若 从 六 到 R, 的 映射 7 同时 满足 条 件 (c1)、(c2) 
和 (c3), 则 栈 就 是 Choquet 原来 意义 下 的 容量 , 只 是 (c3) 中 的 下 半 
连续 正则 化 不 再 必要 而 已 我们 知道 ( 可 参看 第 十 章 ) ， 经 典 
的 Newton 容量 .Green 容量 及 略 加 改造 的 对 数 容量 都 是 Choquet 
容量 . 下 面 将 要 证 明 , 车 对 XX 的 做 某 些 限制 , 并 让 4 对 应 于 出 (4) 
关于 一 个 测度 的 上 积分 ， 得 到 的 映射 是 一 个 右 连续 的 、 正 则 的 
Choquet 容量 . 

定理 6-3-12 (Bliedtner J-Hansen W) 设 巨 是 一 个 具有 可 数 基 
的 P 调 和 空间 ，4、E 是 X 的 一 个 子 集 , u 是 上 的 、 有 限 连 续 
的 正 超 调和 函数 且 关 于 无 上 的 一 个 测度 y 可 积 ， 那 么 

a) 若 4 是 Borel 集 ， 则 

JR4du=inf {j RY dpy| U 是 包含 4 的 开 集 }， (3.8) 

JRzdu= sup{j RdulK 为 4 的 紧 子 集 }; (3.9) 

b) 映射 EE| REdy 是 X 上 凸 的 Choquet 容量 . 

证 阴 ”a) 定 义 厂 :2*-3R, 为 
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太 ( 问 =inf { RY du1U 是 包含 E 的 开 集 } . (3.10) 
我 们 断言 , 厂 是 XX 上 的 一 个 凸 容量 . 首先 ， 注 意 到 ， 对 开 集 U， 
T(U)=J RY dy. 

对 紧 集 K， 因 为 万 具 可 数 基 ， 有 一 列 单调 减 的 开 集 列 {U,} 使 得 
Mn Us= KK. 因 针 是 PP 调和 空间 ， 由 定理 6-3-9 知 ， 
RE = inf, RV; 
利用 Lebesgue 单调 收敛 定理 推出 ， 
T(K)=|R* dp. 

显然 古 满足 条 件 (c1). 为 证 厂 满足 (c2)， 任 意 取 定 一 个 单 
调 增 的 、 XX 的 子 集 列 {,}, 令 E := ww 包 ， 任 取 实数 e> 0， 由 
(3.10), 对 任意 ne N, 存在 开 集 V, 使 得 互 CV, 且 

JR du<T(E)+2"e. 
定义 Un:= 所 UV 肪 UU…U V, 那么 类 似 引 理 6-2-4 中 (2.2) 式 的 证 明 
过 程 ， 可 得 ， 
[Rudu<T(E)+(1-2°")e. 
因此 U:= UU 是 包含 E 的 开 集 且 满 足 
JRY du= sup, [RY dp < sup, T (En) + 6. 

从 而 六 (可 = supn 矿 (Es). 即 (c2) 成 立 . 结合 定义 式 (3.10), 得 出 
人 是 右 连续 拟 容量 . 

再 证 矿 具 有 凸 性 . 为 此 ， 考 虑 X 的 任意 子 集 EE 与, 设 VV、 
球 是 分 别 包含 玉 、 已 的 开 集 ， 那 么 

ENMNFcVANW, EUFcVUwW. 
因为 注意 到 #1 具有 同性 (定理 6-3-8 或 6-2-3 ) , 即 
RAR SR’+R®, 
推出 
Radp+J RY dpsIR’ du+[R* dp. 

故 由 丁 的 定义 得 


?2s< 


T(ENP+T(EU PR ST(E) +TR). 
这 就 说 明太 具有 凸 性 ,从 而 由 推论 6-3-2 推 出 三 是 凸 容量 . 据 定理 
6-3-6 及 其 推论 ,任何 天 解析 集 ， 包 括 Borel 集 都 是 可 定 容 的 ， 
即 

厂 (4)=sup { (了 D1K 为 4 的 紧 子 集 } 

=sup {| R* dy|K 为 4 的 紧 子 集 }. 
从 而 
rT) sh RtdusT Redy 
< inf {fR du| 避 是 包含 4 的 开 集 } = 厂 (4). 
这 说 明 (3.8)，(3.9) 成 立 . 
b) 由 定理 6-3-9 推出 . 口 


8$6.4 广义 权 与 广义 拟 拓扑 


经 典 权 函 数 及 在 位 势 论 的 应 用 可 见 诸 于 Brelot M、Choquet G 
及 Fuglede B 的 专著 (cf[9],[12]) 权 的 研究 是 为 了 推广 容量 及 细 
拓扑 相关 联 的 研究 内 容 . 由 上 一 节 我 们 已 看 到 现代 位 势 论 研究 
把 从 27 到 一 个 凸 锥 的 映射 定义 成 广义 容量 , 因此 广义 权 也 作 相 
应 的 推广 . 


1， 广义 权 


设 Q 是 一 个 集 ,F 是 由 Q 上 一 些 正 的 实 值 函 数组 成 的 凸 锥 ， 
它 满足 上 定向 公理 , 即 9 的 任意 上 定向 子 集 的 最 小 上 属 属于 F ( 参 
见 定理 5.1.5). 设 (8 ?) 是 一 个 Hausdorff 空 间 , 在 Y 上 还 有 一 个 比 
+t 细 的 拓扑 t'， 称 为 细 拓 扑 . 凡 涉及 细 拓 扑 的 概念 , 均 加 上 细 字 ， 
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以 区 别 于 原来 的 拓扑 +. 了 的 一 个 子 集 EE 关 于 +t 的 闭 包 与 细 闭 包 分 
别 记 作 瑟 与 忘 . 

定义 ”映射 w: 2'> 了 若 满 足下 述 条 件 则 称 为 Y 上 的 一 个 广 
义 权 映射 , 简称 广义 权 . 

(1) 单调 性 ,， 即 对 4c Bc 了 有 w(4) < w(B); 

(2) 空 集 @ 在 w 下 的 象 是 了 Y 上 恒 取 0 值 的 函数 ， 记 作 U. 
一 个 广义 权 w 称 为 次 可 加 的 ， 如 果 对 任意 4, Bc 了 有 

W(AUB) < w(B) + w(A); 
w 称 为 可 数 次 可 加 的 ， 如 果 对 了 的 任意 子 集 列 {4,} 有 
WUn An) < Tn W(An) . 

定义 对 工 上 的 广义 权 w, 集合 4cY 称 为 一 个 w- 拟 开 集 ， 
如 果 存 在 一 个 实 值 函数 xs ?使 得 对 于 任意 给 定 的 正 数 e ,存在 
一 个 开 集 G 满 足 4cG 且 w(G\4)< eu; 若 BcY 的 余 集 Y\B 
是 w- 拟 开 集 , 则 称 8 是 一 个 w- 拟 闭 集 . 特别 ， 当 上 述 函数 wx 有 界 
时 , 则 称 4 为 强 w- 拟 开 集 ， 而 它 的 余 集 为 强 w- 拟 闭 集 . 

定义 设 Y’ 是 Hausdorff 空间 , 从 了 到 六 的 一 个 映射 / 称 
为 w- 拟 连续 的 ， 如 果 存 在 一 个 实 值 函 数 x e F, 使 得 对 任意 给 定 
的 实数 e> 0, 存在 一 个 集 4 c 了 使 得 w(4) < ex 上 且 jly 4 是 连续 
的 , 即 f 限制 于 4 的 余 集 上 是 连续 的 . 特别 当 上 述 w 有 界 时 , 称 / 
为 强 w- 拟 连续 的 . 

当 7= [- om, w] 时 , 若 将 上 面 f 限制 于 4 的 余 集 上 是 “连续 
的 ” 改 为 “上 (或 下 ) 半 连续 ”, 则 称 / 为 拟 上 (或 下 ) 半 连续 的 . 若 
要 求 uw 有 界 , 同样 得 到 加 “ 强 ” 的 概念 . 

定义 设 w 是 Y 上 的 广义 权 . 若 对 了 的 任意 子 集 已 都 有 
Ww( 记 )=w(E) 成 立 , 则 称 w 是 一 个 细 广 义 权 . 

定义 对 了 上 的 广义 权 w, 若 每 一 个 细 开 集 都 是 w- 拟 开 集 
(相应 地 ， 强 w- 拟 开 集 ) 则 说 w 满足 广义 Choquet 性 质 ( 相 应 地 ， 
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广义 强 Choquet 性 质 ). 

将 上 述 改 为 四 PY 上 所 有 正 的 常 值 函 数 (包括 %) 构 成 的 凸 锥 ， 
即 F= [0, m]， 就 得 到 经 典 的 权 的 概念 . 

下 面 取 定 了 及 Y 上 的 一 个 广义 权 w, 所 有 述 语 都 省 去 “w-” 
这 一 前 级 . 

定理 6-4-1 若 4 是 了 的 一 个 拟 开 ( 相 应 地 拟 闭 ) 集 , 则 特征 函 
数 14 是 拟 下 (相应 地 上 ) 半 连续 函数 . 

证 明 设 4 是 拟 开 集 ， 于 是 存在 u e ?使 得 对 任意 s >0, 存 
在 开 集 G > 4 满足 w(G \ 4) < ex 因为 16 是 下 半 连 续 的 且 在 
7\(G\4) 上 ， 

(4jlycvO= lc 

成 立 , 故 14 为 拟 下 半 连 续 . 口 

引 理 6-4-2 ” 若 广义 权 w 满足 广义 Choquet 性 质 (相应 地 , 广 
义 强 Choquet 性 质 ) 的 充 要 条 件 是 ,对 于 任意 集合 Ec Y, 存在 实 
值 函数 (相应 地 ， 有 界 函 数 ) ue F, 使 得 对 任意 => 0， 都 存在 开 集 
G 满 足 : 有 应 CCG 目 wmn 司 <ek 

证 了 明 ”必要 性 . 对 任意 集合 EcCY, 因为 Y\E 是 细 开 集 ， 从 
而 为 拟 开 集 , 故 存在 (有 界 ) 实 函数 x e 2 使 得 对 任意 es > 0， 有 开 
集 G>Y\E 目 Ww(G\(Y\E))<eu. 又 因为 GNEcG\(Y\E), 
故 

WGND<eu. 
充分 性 . 设 E 是 细 开 集 , 故 Y\ EE 为 细 闭 集 . 据 条 件 假定 , 存 
在 (有 界 ) 实 值 函数 xs F 使 得 对 任意 e> 0 有 开 集 G 满足 
ECG HwGN(Y\E))s eu, 

即 w(G \ E) < eu. 这 说 明天 是 拟 开 集 . 口 

定理 6-4-3 设 w 是 细 广 义 权 ，P 是 一 个 Hausdorff 空间 . 若 
映射 7 了 是 拟 连 续 的 ,， 则 / 拟 处 处 细 连 续 ( 即 存 在 4c 了 使 得 / 
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在 Y\4 细 连 续 是 w(4)=0.). 

证 明 因 / 是 拟 连 续 的 , 故 存在 实 函数 x e 又 使 得 对 任意 
ne N 都 有 了 的 子 集 4, 满足 : w(4;) < : 4 且 dyin 连续 . 因 w 
是 细 广 义 权 , 故 

WD)= WA 2 
记 4:=4,， 则 对 任意 x € 9， 
WA SW TY SL al), 

因 w(x) 有限 而 nn 任意, 知 w(4)(x)=0. 

现 证 f 在 Y\ 4 细 连 续 . 设 z e 了 \ 4, 那么 存在 mm e N 使 得 
z Kg 及. 因为 了 在 了 \ 二 的 限制 fi 是 连续 的 ( 关于 原来 拓扑 在 
了 \ 有 4 的 诱导 拓扑 ), 而 了 \ 有 4, 是 细 开 集 , 故 f 在 z 为 细 连 续 . 又 因 
w(4)=0, 故 f 在 7 拟 处 处 细 连 续 . 口 

定理 6-4-4 设 w 是 细 的 广义 权 且 满足 可 数 次 可 加 性 及 广义 
强 Choquet 性 质 ; 又 设 了 ' 是 具有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 ， 则 映 
射 A7-37' 为 强 拟 连 续 的 充分 必要 条 件 是 了 为 拟 处 处 细 连 续 . 

证 明 ”充分 性 . 首先 , 假定 /为 细 连 续 . 设 {G} 是 了 ' 的 一 个 
基 , 于 是 每 一 个 广 (Gv') 是 了 里 的 细 开 集 ， 从 而 是 强 拟 开 集 ( 见 广 
义 强 Choquet 性 质 的 定义 ). 由 引 理 6-4-1, 存在 有 界 函 数 ue F 
使 得 对 任意 s> 0, 存在 开 集 G,>f-\(G,) 且 

W(Gn\f (GD)<27emm，mneN. 
由 & 的 任意 性 , 不 妨 设 0<w<1. 记 
4=w(GV (Go， 
则 
W(A) < E, WGM (G,) < Ey,2 "eu,= Eu, 
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ub 2 0E2 且 0sxsl， 

因为 广 (Go)m(F\4) = Gym(FV4),， 故 每 个 广 (Go)mGYV4) 都 
是 了 VA4 上 的 相对 开 集 ,n eN, 故 jl 连续, 从 而 /是 强 拟 连续 的 . 

再 考虑 /是 拟 处 处 细 连 续 的 情形 ,这 时 存在 Ec 了 使 得 w(E) 
=0 且 了 在 7 \E 细 连续 ,当然 有 fly\s 细 连续 . 由 上 面 证 明知 , 关 
于 Y\E 上 的 相对 拓扑 ,fly 是 强 拟 连 续 的 ; 因 w(E) = 0, 由 次 可 
加 性 , 知 f 在 7 上 是 强 拟 连 续 的 . 

必要 性 由 上 一 定理 推出 . 口 

注 ”这 个 定理 也 可 推广 到 上 (下 ) 半 连续 的 情况 去 . 


2， 细 拓扑 与 拟 拓扑 


下 面 利用 广义 权 来 研究 细 拓 扑 与 拟 拓扑 结构 . 

定义 了 上 一 个 广义 权 w 称 为 右 连续 的 ,如 果 对 任意 4cY, 
WwW(4) = infew(G),， 此 处 G 取 遍 4 的 所 有 开 邻 域 ; 

WwW 称 为 强 右 连续 的 , 若 对 任意 4c 存在 有 界 函数 wx e F 满 
足 : 对 任意 s> 0 存在 4 的 一 个 开 邻 域 G 使 得 

W(G) < W(A)+ eu. 

显然 , 强 右 连续 蕴涵 了 右 连续 , 日 当 F= (0, m] 时 ， 即 当 w 是 
经 典 权 时 ， 这 两 个 概念 等 价 . 

定理 6-4-5 设 广义 权 w 满足 广义 Choquet 性 质 ， 则 了 的 任 
意 细 闭 子 集 是 一 个 F, 集 与 一 个 零 w- 数 集 之 并 ; 若 w 还 满足 强 右 
连续 性 , 则 任意 细 Borel 集 是 一 个 Borel 集 与 一 个 零 w- 权 集 之 并 . 

证 明 设 广义 权 w 满足 广义 Choquet 性 质 . 于 是 细 闭 集 E cc 
7 是 拟 闭 集 于 是 存在 实 值 函数 ue F, 使 得 对 任意 正 整数 n, 存 


在 闭 集 FE 满足 w(E\F,) < Du 记 包 = E\(w,F), 则 
E=U, (FU DB): 
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而 且 对 任意 me N， 
W(Eo) < W(E\F,)< 2 u, 


由 此 推出 w(E0) = 0. 第 一 个 命题 得 证 . 

下 证 第 二 个 命题 . 由 定义 , 细 Borel 集 全 体 是 包含 所 有 细 闭 
集 的 最 小 o 代数 . 另 一 方面 , 由 一 个 Borel 集 与 一 个 零 w- 权 集 之 
并 全 体 & 也 构成 一 个 o 代数 . 事实 上 ,， 它 显然 对 可 数 交 的 运算 
封闭 . 下 面 考虑 余 集 的 情形 . 设 8 是 Borel 集 ，E 是 零 权 集 ， 即 
W(E) = 0. 因 w 为 强 右 连续 的 ,， 故 存在 有 界 实 值 函 数 ue F, 使 得 
对 任意 正 整 数 n,， 存 在 的 开 邻 域 6, 满足 

W(Gn) sw + w= 
令 G:=rvmG 则 GE 且 w(G)=0. 又 BuUE 的 余 集 
Y\(BUB=(Y\(BYU G)) vu (G\ (EUB)), 
其 中 w(G\ (EU B))=0. 这 说 明 BUE 的 余 集 仍 是 Borel 集 与 一 个 
零 权 集 之 并 . 可 见 2 也 是 一 个 代数 . 由 第 一 个 命题 知 任意 细 闭 
集 属于 2, 从 而 2 包含 了 所 有 细 Borel 集 . 口 

定理 6-4-6 设 w 是 次 可 加 的 广义 权 , 则 有 限 个 拟 开 集 之 并 
仍 为 拟 开 集 ; 车 w 是 可 数 次 可 加 的 , 则 可 数 个 强 拟 开 集 之 并 仍 是 
强 拟 开 集 . 

证 阴 ”两 个 命题 的 证 明 类 似 且 第 一 个 较 简 , 故 只 证 第 二 个 
命题 . 设 {4,} 是 一 列强 拟 开 集 . 于 是 , 对 每 个 ne N, 存在 有 界 函 
数 ue F 满 足 : 对 任意 e> 0, 存在 4, 的 开 邻 域 G, 使 得 

W(G,\An) <2™ eu 
(不 失 一 般 性 可 设 0 < wu< 1)， 
令 G:=UnGr, 4:=Unhr, 那么 G\AcU(Gn\An)， 从 而 
WG \A}) < En WGn\An) < eu, 
其 中 = ,2 "ue F 县 有 界 , 故 这 可 数 个 开 集 {dn} 之 并 4 是 强 拟 
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开 集 . 口 

定理 6-4-7 设 w 是 细 广 义 权 , 则 任意 拟 开 集 是 一 个 细 开 集 
与 一 个 零 权 集 之 并 . 

证 明 设 G 是 一 个 拟 开 集 ，G 的 细 内 部 记 作 G% 只 需 证 明 
w(G\G09 =0 即 可 . 因为 G 是 拟 开 集 , 故 特征 函数 16 是 拟 下 半 连 
续 的 ; 又 因为 w 是 细 的 ,不 难 验证 ，1c 是 拟 处 处 细 下 半 连 续 的 ， 
即 存 在 Ec 了 使 得 w(E) =0 且 lclce 是 细 下 半 连 续 的 . 当 y e G\ 
GY 时 16()=1， 此 时 yg Go 故 1c 在 y 点 的 细 下 极限 值 等 于 0. 
这 说 明 y 不 是 16 的 细 下 半 连 续 点 , 从 而 xe 5, 推出 G\G*c E， 
故 WG\G")=0. 口 

定理 6-4-8 设 w 是 满足 广义 Choquet 性 质 的 细 广 义 权 ， 则 
对 了 的 任意 子 集 书 存在 一 个 实 值 函数 x e F, 使 得 对 任意 > 0， 
互 可 表示 为 E= 局 w Es, 其 中 WB)< WE) 而 w(B)<exx 

证 阴 ”由 广义 Choquet 性 质 , EE 的 细 闭 包 E 是 拟 闭 集 ， 故 存 
在 实 值 函数 uw e ,使 得 对 任意 se > 0, 存在 闭 集 F cE 满足 
WwW( 巨 VD < eu. 又 因为 w 是 细 的 , 故 

W(F) < Ww( E )= w(E). 
只 须 取 E=EMF,，E=E\F, 则 E=EluUE, 且 
WwW( hE) < w(F) < w(E), 
W(E,) = W(E\F) < WE\F)< eu. 加 

定义 ” 称 一 个 相对 紧 集 Ec 了 为 几乎 开 闭 集 , 若 E 的 边界 3E 
是 零 权 集 ， 即 w(8E) = w(E\ 媚 )=0, 其 中 世 是 EE 的 内 部 . 

定理 6-4-9 设 w 是 次 可 加 、 强 右 连续 的 , 则 每 个 几乎 开 闭 
集 既 是 拟 开 集 又 是 拟 闭 集 . 

证 明 首先 证 明 零 权 集 既是 拟 开 集 又 是 拟 闭 集 . 设 4cY 使 
得 w(4) = 0. 由 强 右 连续 性 ,存在 实 值 函数 x e F, 使 得 对 任意 
5 >0, 存在 4 的 开 邻 域 G 满 足 w(G) < w(4)+ eu. 因此 
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WG\A)< eu, 

所 以 4 是 拟 开 集 . 又 对 任意 闭 集 Fc 4, 显然 W(4\ 丰 =0, 所 以 4 
也 是 拟 闭 集 . 

现 设 无 是 一 个 几乎 开 闭 集 , 因 

E=EU(ENMOER wE NM ok)=0, 
由 定理 6-4-6 推出 ,E 是 拟 开 集 . 又 
E=ENM(Y\(0E\ E)H w(OE\E)=0, 

所 以 了 \ (8E\ 忆 ) 既 是 拟 开 集 又 是 拟 闭 集 . 仍 由 定理 6-4-6 推出 五 
是 拟 闭 集 . 

推论 6-4-10 设 w 是 次 可 加 、 强 右 连续 的 广义 权 , 则 每 个 几 
平 开 闭 集 EE 的 特征 函数 1s 是 拟 连续 函数 . 


3， 可 权 集 与 其 它 推广 


类 似 于 容量 与 广义 容量 的 可 定 容 集 概念 ， 可 以 定义 可 权 集 . 

定义 设 w:2'->F 为 Y 上 广义 权 , 了 的 子 集 E 称 为 w 可 权 
集 , 若 

WwW(E )= sup{ w(K)1K 是 E 的 紧 子 集 }. 

引 理 6-4-11 若 映 射 g:F 一 2 满足 g(0)= 0 且 对 任意 zw ve 
Fu>v == g(u) > g(v), 那么 当 w 是 了 上 的 广义 权时 ， 复 合 映射 
goW 也 是 了 上 的 广义 权 . 

设 7' 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，w 是 了 上 的 广义 权 , /是 六 
到 了 的 映射 . 对 了 ' 的 任意 子 集 E， 令 Ww (四 := w(f (可 ), 则 w ' 是 
7' 上 的 广义 权 . 

证 明 不 难 ， 留 给 读者 . 口 

定理 6-4-12 ” 设 7Y，7 ' 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，w 是 了 上 
的 广义 权 , 7 是 从 了 ' 到 了 的 连续 映射 . 若 了 ' 的 子 集 E 是 w ' 可 权 
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集 ， 则 /(B) 是 w 可 权 集 . 

证 明 类 似 定理 6-3-3. 留 给 读者 . 口 

定义 广义 权 w 称 为 C- 单 调 的 ,如果 对 任意 单调 增 的 、Y 
的 相对 紧 子 集 列 { 忆 ;成立 fim W(En) = W(n En). 

由 此 , 一 个 C- 单 调 的 广义 权 w 就 是 一 个 满足 w(C) = 0 的 弱 
拟 容量 . 

我 们 注意 到 这 样 的 事实 : 若 六 为 调和 空间 , XX 的 子 集 为 可 解 
集 , 那么 DD 的 边界 9D 上 任 一 具 紧 支柱 的 连续 消 数 /对 应 着 D 上 
一 个 Dirichlet 解 Hf 当 ye D 取 定 ， 

fP HfO) 

定义 了 6D 上 具有 紧 支 柱 的 连续 函数 族 K(0D) 上 的 一 个 正 线性 泛 
函 , 而 fFS 好 则 定义 了 从 K(6D) 到 C(D) 的 -一 个 正 线性 映射 . 利 
用 这 种 映射 ,我 们 可 以 定义 广义 权 并 人 研 究 容量 . 有 兴趣 的 读者 可 
参看 [59]. 

此 外 ,还 可 以 定义 并 研究 内 权 ， 外 权 ， 复 广义 权 等 . 可 参见 
{16] 、[45]、{21] 等 . 
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第 七 章 ， 可 去 集 与 瘦 性 


本 章 将 研究 以 极 集 为 中 心 的 几 种 可 去 集 , 包括 半 极 集 与 FO 
集 . 这 里 “可 去 ”的 意思 是 可 以 忽略 不 计 的 意思 . 极 集 与 半 极 集 
的 概念 是 Brelot M 首先 引进 的 , 在 经 典 位 势 论 中 , 这 两 种 集 都 等 
价 于 外 容量 为 0 的 集 ; 当 一 个 性 质 至 多 除了 一 个 极 集 外 成 立 , 称 
该 性 质 似 乎 处 处 (quasi-everywhere) 成 立 ( 见 第 十 一 章 ). 

半 极 集 是 用 瘦 性 来 定义 的 , 而 瘦 性 又 与 细 拓 扑 紧 密 关联 有 
可 用 于 描绘 非 正 则 边界 点 的 特征 . 

调和 函数 与 上 调和 函数 可 延 拓 到 某 种 极 集 上 . 而 FO 集 是 用 
于 研究 位 势 的 延 折 的 . 

本 章 仍 用 (XW) 表示 调和 空间 . 设 EcGcX 且 C 为 区 的 
开 集 . 对 于 G 上 的 正 超 调和 函数 g， 用 “Re 与 “R 分 别 表示 8 在 
EE 上 关于 子 调 和 空间 G 的 缩减 函数 与 扫除 . 当 G = 万 时 ,左上 标 
G 省 去 如 前 . 


87.1 极 集 


定义 xX 的 子 集 E 称 为 是 极 集 , 如 果 存在 XX 的 一 个 开 覆 盖 族 
1M 使 得 对 每 个 G e M 有 正 超 调和 函数 8， 它 在 GO 互 上 为 严格 
正 的 月 满足 

Rerc=0. (1.1) 
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根据 定理 6-1-8 及 定理 6-2-5 可 推出 ， 上 式 可 改 成 “Rerc= 0. 

显然 , 极 集 的 任何 子 集 仍 是 极 集 ; 车 E 是 印 的 极 集 , V 是 X 
的 开 集 ,那么 7 五 在 子 空间 地 中 也 是 极 集 . 

定理 7-1-1 设 g 是 X 上 的 超 调和 函数 且 在 多 的 一 个 稠密 子 
集 4 上 取 有 限 值 , 则 集 E:={x e XY| g(x) = % } 是 极 集 . 因此 万 上 的 
上 调和 函数 至 多 在 一 个 极 集 上 不 取 有 限 值 . 

证 明 对 于 任意 相对 紧 的 可 解 集 U, 任意 一 个 在 67 上 被 u 
所 控制 ( 即 满足 f<u) 的 feC(0U)，, 及 任意 实数 e>0, 在 U 上 有 
下 式 成 立 : 

“RE < e(g -17). 
因 se 是 任意 的 , g 在 一 个 稠密 子 集 4 上 取 有 限 值 ， 故 在 4 上 有 
VREY =0, 
取 下 极限 后 就 得 到 下 半 正 则 化 
7Rev= 0. 
这 说 明 E 是 极 集 . 因 世上 的 上 调和 函数 满足 定理 条 件 ( 见 定理 
5-1-1 ) ， 应 用 上 述 结果 立即 得 到 余下 结论 . 口 

定理 7-1-2 (Bauer H) 设 4 为 X 的 一 个 K- 解 析 集 ， 若 4 的 
所 有 紧 子 集 皆 是 极 集 ， 则 4 也 是 极 集 . 

证 明 设 G 是 一 个 o 紧 的 开 集 使 得 在 G 上 存在 一 个 严格 正 
的 有 限 连 续 的 位 势 p. G 显然 是 K- 解 析 集 , G "4 也 是 K- 解 析 集 . 
据 定理 6-3-6，G 4 关于 任何 容量 可 定 容 ， 由 8 6.3 的 (3.5) 式 得 

=sup{ R*|K 为 4 G 的 紧 子 集 }=0; 
由 于 这 样 的 开 集 G 全 体 是 无 的 一 个 覆盖 ， 所 以 4 是 极 集 . 口 

下 一 定理 及 注 研究 了 极 集 与 它 的 细 闭 包 的 关系 . 

定理 7-1-3 ”一 个 极 集 的 细 闭 包 是 极 集 而 且 在 万 的 细 拓 扑 下 
无 处 稠密 . 当天 具有 可 数 基 时 ， 每 个 极 集 是 细 闭 集 . 

证 明 设 E 为 极 集 ， 据 定义 存在 一 个 开 覆 盖 族 M， 使 得 对 
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每 个 Ue M 有” 义 习 = 0. 注意 到 缩减 函数 是 细 上 半 连 续 的 ， 故 
D:={x € UI REY (x) = wo} 
是 U 的 细 闭 子 集 目 包含 7 了 Un E. D 在 U 是 无 处 稠密 的 ， 这 因为 
下 半 连 续 正 则 化 ”REY=0. 设 F 为 E 的 细 闭 包 ， 则 易 知 UNF 
cD， 因 此 推出 UNF 无 处 稠密 ， 从 而 无 处 稠密 . 注意 到 对 每 
个 正 超 调 和 函数 u, 车 u 在 UNE 上 取 um 值 , 则 有 wu> “REY， 
故 wlp= oo、 由 的 细 连 续 性 知 , 4 在 UF 上 取 ww 值 . 因为 wu 是 
任意 的 ， 所 以 
RSCRDSLREY ， 
从 而 “RN'=0. 由 局 的 任意 性 知 严 为 极 集 . 
下 设 葡 具有 可 数 基 . 于 是 每 个 单 点 集 是 Gs 型 集 . 假定 5 不 
是 细 闭 集 , 则 有 一 个 细 聚 点 ze XX\E. 设 Ge M 使 得 xe G. 据 
定理 5-4-16 知 , z 有 一 个 相对 紧 的 可 解 邻 域 了 ， 其 闭 包 包含 于 G， 
且 V 的 闭 包 的 某 个 邻 域 上 存在 一 个 正 调和 函数 h, 使 得 h 在 广 的 
闭 包 上 处 处 大 于 se> 0. 因 E 是 极 集 ， 可 推出 ， RY =0. 又 由 于 
{2z} 是 X\E 的 Gs 型 子 集 ， 据 定理 6-2-9 有 
‘RE (2)=" REY (z)=0. (12) 
另 一 方面 ， 由 于 'REY 为 细 上 半 连 续 ， 故 
B:={xeV|'REV (x)> 6} 

是 节 的 相对 细 闭 集 ， 包 含 了 上 下 在 玫 的 相对 细 闭 包 ， 从 而 包 
含 了 天 在 地 中 的 细 聚 点 z， 故 "RE (z)>e ， 这 与 (1.2) 矛 盾 . 口 
注 7-1-4 并 非 每 个 极 集 都 是 细 闭 集 ( 见 练习 7-4-9 之 5). 

定理 7-1-5 设 E 是 调和 空间 铸 的 一 个 极 集 , 则 XX 上 的 每 个 
位 势 p 在 上 的 扫除 恒 为 0， 即 
| RE =0. 
证 明 ” 先 考虑 的 闭 包 包含 于 六 的 某 一 个 开 集 所 中 使 得 
wRE=0. (1.3) 
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设 * 与 "为 二 上 的 正 超 调和 函数 使 得 


ule >pl, 

vrw >ulrw. 
又 设 f 为 所 上 的 正 超 调 和 函数 有 目 在 上 取 w%w 值 . 定义 XY 上 的 孙 
数 g, 使 它 在 X\ 下 上 取 w 的 值 , 而 在 所 上 的 值 为 inf {u,v + 了 }， 
则 由 定理 4-5-2 知 ，g 是 超 调 和 的 . 因为 gle>p ls, 故 在 所 上 有 

RR SBS v+f. 
由 f 的 任意 性 知 在 所 上 有 

REcYRE+Y,. 
据 (1.3) 式 推出 在 上 有 

R sgv. 
由 4 与 v 的 假定 知 上 式 在 X\ 所 上 也 成 立 . 
又 因为 v 是 任意 的 , 故 
REs Rvsu REsSNRIvV<SNu=RE. 
由 于 
{有 2Y |w |u 为 超 调和 且 w>p 在 E 上 成 立 } 
是 一 个 Perron 集 ( 见 8 5.1) ， 故 尺 在 丈 调 和 ， 另 一 方面 ， 据 
定理 6-2-6， 尺 5 在 X\ 巨 调和 ， 从 而 在 XX 调和. 于 是 作为 位 势 p 
的 调和 下 属 尺 上 恒 等 于 0. 
下 面 考虑 一 般 的 情形 . 设 K 是 X 的 紧 集 . 于 是 存在 有 限 个 天 

的 开 集 { 于 jer 及 有 限 个 紧 集 { Ki} ie! 使 得 对 每 个 ie 有 


Kc Wi, 
且 


据 第 一 段 的 证 明知 


Rev Eek Ew%=0. 
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故 
REcSREv+REK=RE, RE=REK. 

再 次 由 定理 6-2-6 知 , 在 居 的 内 部 衣 5 调 和 . 因 天 是 任意 的 ,而 万 
有 一 个 相对 紧 可 解 集 构成 的 拓扑 基 ( 定理 5-4-16 ) ， 所 以 尺 5 在 
调和 . 然后 ， 由 尺 《 是 p 的 调和 下 属 ， 推 出 其 值 恒 等 于 0. 口 

推论 7-1-6 设 4, 8 是 调和 空间 XX 的 子 集 使 得 (4\8)J(B\4) 
是 极 集 ， 则 对 针 上 的 任意 位 势 p 有 

Rt=Rs. 
证 明 因 A\8B 与 B\4 都 是 极 集 ， 由 定理 及 下 面 的 公式 : 
R/i<RE+R =RE,; 


PBepALpARA-ApA 
RSR t+R ,=R,s 


知 结论 成 立 . 口 
推论 7-1-7 设 针 是 一 个 P 调 和 空间 ，E 是 XX 的 极 集 且 包含 
在 一 个 o 紧 集 之 中 ， 即 存在 一 个 紧 集 增加 列 { K,} 使 得 
EcuUn,K. 
则 
RE=0. 
证 了 明 据 P 调 和 空间 的 定义 推出 ,存在 一 列 单 调 增加 的 、X 
的 位 势 列 { pi} 使 得 每 个 p; 在 K, 上 取 严 格 正 值 i=1,2,…, 从 而 由 定 
理 6-2-5 得 
RE=limR 5=0, 口 
注 在 定理 条 件 中 若 不 假定 E 为 某 个 o 紧 集 的 子 集 ， 则 结论 
不 再 成 立 (参见 例 7-4-9 之 5). 
推论 7-1-8 ”可 数 个 极 集 之 并 仍 为 极 集 . 
证 明 设 { EE} 是 调和 空间 X 上 的 一 列 极 集 ， 令 
E:=U2E,. 
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对 区 的 每 个 o 紧 的 呈 集 到 我 们 有 
WR EW= lm RY<lim)E sR EY =0. 

其 中 Bj:= /Ei 再 据 推论 5-4-8 知 ，X 有 一 个 由 P 集 组 成 的 覆 
盖 族 {WW, 故 定理 成 立 . 口 

由 下 一 定理 我 们 看 到 极 集 关 于 “任意 ” 调和 测度 是 零 测 集 . 

定理 7-1-9 设 X 是 P 调 和 空间 ,E 是 X 的 极 集 ， 则 对 对 的 
任意 相对 紧 的 开 集 G 及 任意 x e G， 都 有 

HA 加 =0， 

证 明 设 * 是 三 上 的 正 超 调和 函数 且 在 En6G 上 取 w 值 . 据 

超 调 和 函数 的 定义 
Ls (BE) S HS vs v(x). 
由 v 的 任意 性 , 且 EN6G 包含 于 紧 集 5G， 据 推论 7-1-7 知 
LS (BE) SR ES (x)=0. 口 

下 面 的 定理 与 推论 说 明 闭 极 集 关 于 超 调和 函数 的 可 去 性 . 

定理 7-1-10 (Brelot M) ” 设 严 是 调和 空间 无 的 闭 的 极 集 ，v 
在 XX\ 下 是 超 调 和 函数 . 造 世 上 的 一 个 函数 u* 使 之 在 X\ 大 上 等 
于 :而 在 任意 点 ye F, u(y) 的 值 等 于 liminf u(x) >-%, 则 xx 是 X 


上 的 超 调 和 的 函数 . 

证 明 设 7 是 相对 紧 可 解 集 目 为 o 紧 P 集 . 又 设 fe C(O9)， 
且 在 8V 上 xs wu* 成 立 . 设 w 是 VV 上 的 超 调 和 函数 ， 它 在 FV 
上 取 % 值 . 在 V 上 作 一 个 函数 g 使 得 它 在 让 六 上 取 值 等 于 w+w， 
而 在 FV 上 取 w 值 . 据 定 理 4-5-2， 8 是 超 调 和 的 . 因 g 属于 
大 故 

fsSutw 
在 FF 成立 . 由 w 与 f 的 任意 性 得 
Husu 


在 V\F 成 立 (推论 7-1-6 ) . 由 wu* 的 定义 知 在 六 上 也 有 上 式 成 
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立 . 因为 了 是 任意 的 ， 故 u* 为 超 调和 函数 (定理 5-4-14). 口 
推论 7-1-11 设 F 是 XX 的 一 个 闭 的 极 集 , h 是 X\ 玉 上 的 调 
和 函数 且 满足 : 对 下 中 任 一 点 y 有 


limsup | h(x)| < oo. 
zy 


则 及 可 以 延 拓 成 为 X 上 的 调和 函数 . 这 个 延 拓 是 唯一 的 . 
注 这 结论 在 经 典 位 势 论 的 情形 由 Bouligand 证 得 . 
证 明 用 ,hh 分 别 表示 无 上 这 样 的 函数 :它们 在 所 上 等 
于 hh 而 对 上 任 一 点 y，hi(y), hz(y) 分 别 等 于 
liminf h(x) 与 limsup h(x). 


由 上 一 定理 知 ,为 和 -hh, 在 万 上 都 是 超 调和 函数 , 设 了 是 一 个 了 
集 的 相对 紧 开 子 集 . 

Wh shis hs Wh 
在 上 上 成 立 . 因 在 90V\ FF 上 有 hi = h,， 而 0VnF 是 极 集 ， 从 而 为 
人 零 测 集 ， 故 由 定理 7-1-9 得 知 ,在 上 有 

Hh=p hs, 
从 而 加 = 有 加 且 抽 在 V 调 和 . 因 调 和 空间 有 一 个 由 P 集 构成 的 覆盖 
(推论 5-4-8)， 故 在 六 上 hi 恒 等 于 h, 且 调和 . 口 


8 7.2 瘦 性 与 半 极 集 


在 调和 空间 中 引入 半 极 集 的 概念 是 为 了 推广 经 典 位 势 论 中 
有 关 极 集 的 部 分 相应 的 性 质 , 这 些 性 质 已 经 不 再 能 用 极 集 来 直接 
描绘 . 

定义 设 E 是 调和 空间 XX 的 一 个 子 集 , 如 果 空 间 中 某 一 点 x 
存在 两 个 开 邻 域 了 和 G 使 得 Vc G 且 在 G 上 有 一 个 正 的 超 调和 
函数 8 满足 
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oR Ev (0) <g(， 
就 说 在 点 x 瘦 . 
显然 ， 当 上 述 情况 成 立时 ， 则 对 x 的 任意 两 个 邻 域 所 与 U， 
当 它们 满足 UcWcG 且 UcV 时 有 
WR EV CD < g(x). 
一 般 地 ， 若 zx e XX\E ， 则 在 x 瘦 ; 据 扫 除 与 细 拓 扑 的 定义 ， 
一 个 细 开 集 不 会 在 它 的 任 一 细 内 点 瘦 . 车 E 在 x 瘦 , 则 EE 的 任意 
子 集 也 在 x 瘦 . 因此 , 我 们 只 须 注重 于 判断 E 在 E 的 边界 上 那些 
不 是 的 细 内 点 的 点 是 否 瘦 
定义 的 一 个 子 集 E 称 为 是 完全 瘦 的 ， 如 果 E 在 XX 中 的 
任何 一 点 都 瘦 . 如 果 X 的 子 集 F 可 表示 成 可 数 个 完全 瘦 的 集 的 
并 ， 则 称 下 是 一 个 半 极 集 
显然 , 一 个 完全 瘦 集 的 子 集 也 是 完全 瘦 的 ; 极 集 是 完全 瘦 的 . 
但 是 ， 完 全 瘦 集 并 非 必定 为 极 集 ， 本 章 后 面 的 练习 7-4-8 说 明 ， 
即使 在 Brelot 空间 , 也 可 能 存在 非 极 集 的 完全 瘦 集 ; 这 当然 也 说 
明了 ， 在 调和 空间 ， 半 极 集 与 极 集 是 不 同 的 概念 
引 理 7-2-1 设 4、B 是 调和 空间 X 的 两 个 子 集 , u 是 环 上 
的 正 超 调和 函数 用 在 x e XY 满足 
及 4O<ua 有 Rs)<u), 
则 于 上 存在 一 个 正 的 超 调 和 函数 v 使 得 
RR 43 (x) < vx) 
证 明 令 w:= 尼 4 人 A 让 8. 任 取 X 上 两 个 正 的 超 调和 函数 /与 
8 使 得 在 4 上 f 优 于 wu ( 即 f>wu) 月 在 8B 上 g 优 于 wu. 那么 在 
AUB 上 有 ut+w<f+g. 于 是 由 定理 6-2-2 得 
RtRessf+g. 


由 /与 g 的 任意 性 知 
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Ree) +R ee) sR 0) +R :0 (2.1) 
那么 , u 与 w 中 至 少 有 一 个 可 作为 结论 所 需要 的 v. 否则 将 得 出 
Rs)=ux) 且 页 人 Co= wo 
因此 由 (2.1) 式 推出 
xD + wbx) SR Cx) +R? (x) 
<sup{ RE 40), R 3 G0)} + inf {R(x), Re)} 
< u(x) + w(x). 


矛盾 . 
定理 7-2-2 设 E 是 P 调 和 空间 万 的 一 个 子 集 , * 是 巨 中 的 
点 . 那么 ， 下 面 三 个 命题 等 价 : 
a) 巨 在 x 瘦 ; 
b) 对 X 上 任何 正 的 超 调和 函数 4, 如果 wu 在 XX 连续 ( 有限 ) 
且 xx)>0， 则 x* 有 一 个 邻 域 了 满足 
R EY (x) <z9i (2.2) 
ec]X 上 存在 一 个 在 某 个 紧 集 之 外 调和 的 、 在 全 空间 取 有 限 值 
的 连续 位 势 p 使 得 及 5(x) <p(x) . 
证 明 a)= b). 据 瘦 性 的 定义 ， 存 在 x 的 两 个 开 邻 域 了 与 G 
得 c G 且 在 G 上 有 -个 正 的 超 调和 函数 8 满足 
CREY (x) < g(x). 
设 D 是 XX 的 一 个 其 闭 包 包含 在 G 的 相对 紧 开 邻 域 ， 根 据 定理 5- 
4-4, 万 上 存在 一 个 取 有 限 值 的 连续 上 调和 函数 v 使 得 
AL? Wx) <v (x). 


选取 正 实数 a 使 得 

QREY (x) <v 0) -1 v(x) < ago. 
据 下 半 连 续 性 ，x 有 一 个 包含 于 D 忆 的 相对 紧 开 邻 域 所 使 得 
在 上 满足 
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v-HAp2v<ag. 
利用 定理 4-5-4 推出 
R Ew) sp ve) + a REY GO<vGo， 
选取 正 实数 8 使 得 
BREw) <ur) <Br Oe). 
用 表示 x 的 一 个 邻 域 ， 它 包含 于 所 上 且 在 上 上 有 wu<pv. 于 是 
Riv x) <BR EY (<BR EW (x) < ux). 
b)= 0). 设 w 是 上 的 一 个 正 的 超 调和 函数 , 它 在 点 x 连续 

且 取 严格 正 的 实数 . 又 设 V 是 x 的 一 个 相对 紧 开 邻 域 使 得 (2.2) 式 
成 立 . 

据 定理 5-4-4,X 上 存在 正 的 有 限 连 续 的 上 调和 函数 g 使 得 

Helx) < g(x). 
据 定理 6-2-10 有 
R EY (x) < RM (x)= g(x) < gx). 
故 
R Ev) <ur) + gr) REY (x) < ux)+ gx). 
据 引 理 7-2-1， 在 蔚 存 在 一 个 正 的 超 调和 函数 "使 得 
R E(x) <v (x). 
再 由 推论 5-4-2， 可 找到 上 一 个 有 限 连续 位 势 p 使 得 p < v,p 
在 一 个 紧 集 外 调和 且 满 足 
R(x) <p). 
于 是 得 到 
R E(x) <R E(x) <plx). 

06)=>a) 显然 成 立 . 口 

定理 7-2-3 设 久 为 调和 空间 , 则 有 限 个 在 xeX 瘦 的 集 的 并 
仍 在 x 瘦 . 
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证 明 设 闷 的 两 个 子 集 五 、 严 皆 在 x 瘦 . 选取 x 的 一 个 P 集 
邻 域 G, 使 得 在 G 上 有 一 个 严格 正 的 调和 函数 户 ( 由 正 性 公理 及 
定理 4-2-5 ) . 那么 显然 h 在 x 是 连续 的 且 取 严格 正 的 有 限 值 . 据 
上 一 定理 ， 存 在 x 的 一 个 开 邻 域 Vc G 使 得 

REY 0) < hx) SREY oo < hlx). 
再 由 引 理 7-2-1 推出 ， 存 在 G 上 的 正 超 调和 函数 8 使 得 
REYY CD < glx) . 
这 说 明 UF 在 x 瘦 . 再 由 归纳 法 知 有 限 个 这 种 类 型 集 之 并 也 在 
x 瘦 . 口 

推论 7-2-4 a) 设 E.F 是 XY 的 两 个 子 集 使 得 (8\ 让 (F\ EE) 
为 完全 瘦 集 ， 则 对 任意 x e ,5 与 下 要 么 同时 在 x 瘦 ， 要么 同 
时 在 x 不 瘦 . 

b) 若 xeX 且 {x} 在 x 瘦 , 则 久 的 任 一 子 集 E 在 x 瘦 当 且 仅 
当 E\{x} 在 x 瘦 . 

证 明 不 难 ， 留 作 练 习 ， 口 

定理 7-2-5 设 E 是 调和 空间 XX 的 子 集 ,EF 的 细 闭 包 记 作 下 ， 
xe 不 那么 

a) 五 与 严 同 时 在 x 瘦 或 同时 在 x* 不 瘦 ; 

b) 若 xeX\F， 则 EE 在 x 瘦 . 即 巨 在 它 的 细 外 点 瘦 . 

0) 若 在 x 瘦 , xe XY\E 且 {x} 是 Gs 型 集 ， 则 x eX\F. 

证 明 a) 设 E 在 x 瘦 ， 于 是 存在 x 的 两 个 开 邻 域 V 和 G 使 
得 rc G 且 在 G 上 存在 一 个 正 的 超 调和 函数 g8 使 得 

CREY (x) < g(x), 
考虑 G 上 的 正 的 超 调 和 函数 J, 若 在 ENV 上 有 f>g, 则 由 f 与 
8 的 细 连 续 性 知 在 FV 上 仍 有 同样 不 等 式 成 立 ， 则 缩减 函数 的 
定义 知 


RY (0) = RE (0) < gl), 
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即 下 也 在 x 瘦 . 

b) 设 xeXX\F 即 x 为 E 的 细 外 点 . 若 x 为 据 的 外 点 ,显然 下 
在 x 瘦 . 下 设 xeEE\F. 据 定理 6-1-1, 在 zx 的 一 个 开 邻 域 六 上 存 
在 一 个 超 调和 函数 x 使 得 

xD <liminf xy 
设 G 是 x 的 一 个 相对 紧 的 开 邻 域 ， 其 闭 包 包含 于 7 且 在 G 的 闭 
包 的 邻 域 上 存在 一 个 严格 正 的 调和 函数 h. 取 正 实数 c、p 使 得 
2 + ah 在 G 上 是 正 的 且 
u(x) + a h(x) < Ph(x) <liminf (4 0) + a h(y)). 
又 设 U 是 x 的 一 个 开 邻 域 使 得 UcG 且 在 EnU 上 有 
g:=PBh<utah. 
那么 g 是 G 上 的 正 调和 函数 旦 满 足 
REY (x) < ux) + a h(x) < g(x). 
故 E 在 x 瘦 . 

c) 设 E 在 x 瘦 , 只 须 考查 xeEE\E 的 情形 . 据 定 义 , 存在 x 
的 两 个 开 邻 域 G, Vy 使 得 Vc G 且 存 在 G 上 的 一 个 正 的 上 调和 函 
数 g 使 得 

SR EY (x) < gl), 
因 xeX\E 且 {x} 为 Gs 型 集 ， 据 定理 6-2-9 有 
REY GD =° R EY (x). 
故 G 上 存在 一 个 正 的 上 调和 函数 x 使 得 在 已 关上 有 xz>8g 而 且 
u(x) < g(x)， 从 而 
ux) < g(x) Sliminf g0) < liminf wy). 
据 定理 6-1-1 知 ，G\E 是 x 的 细 邻 域 , 即 xeX\F. 口 

注 7-26 1) 定理 中 的 命题 c) 中 的 条 件 若 不 要 求 {x} 是 Gs 型 

集 , 则 结论 可 能 不 成 立 . 可 参见 练习 7-4-9 之 5, 在 X” 中 极 集 未 
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必 是 细 闭 集 . 

2) 综合 定理 之 命题 b)、c) 知 ， 当 空间 中 每 个 单 点 集 是 Gs 型 
集 ， 则 集 EE 在 xeX\E 瘦 当 目 仅 当 x 是 EE 的 细 外 点 . 

推论 7-2-7 在 调和 空间 XX 中 ， 

a) 一 个 完全 瘦 集 的 细 闭 包 也 是 完全 瘦 的 且 无 处 稠密 ( 因 开 
集 或 细 开 集 在 其 内 点 都 不 瘦 ) ; 半 极 集 关 于 细 拓 扑 是 第 一 范畴 集 . 

b)XY 上 的 两 个 超 调 和 函数 若 在 一 个 半 极 集 之 外 相等 , 则 必 恒 
等 . 

c) 若 尤 具有 可 数 基 ， 则 每 个 完全 瘦 集 是 细 闭 集 . 

证 了 明 注意 到 细 拓 扑 是 Baire 拓扑 ， 则 由 上 一 定理 及 其 附注 
推出 结论 . 口 

定理 7-2-8 (Brelot M-Bauer H) ” 设 丈 是 调和 空间 , 9 是 一 族 
按 自然 序 有 下 属 的 超 调和 函数 ， 则 

B:={reX(A 人 CD) < inf{g(x) | g eV}} 
是 一 个 半 极 集 . 

证 明 令 f:=infy. 那么 由 定理 6-1-5 及 6-1-7 知 , f 的 下 半 

连续 正则 化 就 是 乡 族 的 最 大 下 属 AZ 对 任意 自然 数 n, 令 
An:={x € XIf (x) < inf (n, f (x) - 1 / n)}. 
显然 =U%,A4n. 下 面 只 须 证 每 个 4, 是 完全 瘦 集 即 可 . 

设 ye 焦 车 0)>n， 则 集 {x eX| 六 (x) > 由 是 y 的 一 个 邻 
域 且 包含 于 XY\4h， 故 如 在 》 瘦 . 下 设 f(y)<n， 要 证 EE=4, 在 
》 瘦 . 为 此 , 取 ?》 的 一 个 相对 紧 的 开 邻 域 G 使 得 在 G 的 闭 包 上 存 
在 一 个 严格 正 的 调和 函数 六 不 妨 设 h(y) = 1. 取 一 个 适当 的 正 实 
数 使 得 广 + ch 在 G 上 的 限制 取 正 值 ， 同 时 取 ?y 的 一 个 邻 域 二 


(rc G) 使 得 在 V 上 有 f>(f0)- 志 )h 且 h<2. 于 是 在 4 V 
上 有 
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ftoh>f +i htah> (FO + + Oh 
这 时 取 p := 了 W +ta 且 wu:=Bh. 则 有 


CREY (y) <f 0) ta< p= uy), 

这 说 明 E:=4, 在 y 瘦 . 口 

Cartan H 曾 在 经 典 位 势 论 中 证 明 上 述 8 是 一 个 极 集 . 但 在 调 
和 空间 中 , B 一 般 说 来 不 再 是 极 集 .( 第 九 章 还 要 作 进 一 步 讨论 ). 

推论 7-2-9 设 EE 是 调和 空间 XX 的 一 个 子 集 , u 是 上 的 正 
的 超 调和 函数 ， 则 集 

{xe ElRE CQ <u)} 

是 一 个 半 极 集 . 口 

可 解 集 上 Dirichlet 问题 的 解 的 边界 性 质 与 边界 点 的 正则 性 
密切 相关 . 瘦 性 因 其 能 刻 划 非 正则 边界 点 的 特征 而 得 到 人 们 的 
高 度 重 视 ， 下 一 定理 揭示 了 这 一 特征 . 我 们 已 知道 ，P 调和 空间 
中 的 每 个 开 集 都 是 可 解 集 ( 参见 定理 5-4-15 ) . 

定理 7-2-10 ( Brelot-Herve-Bauer ) 设 了 是 了 调和 空间 大 的 
开 集 ， 那 么 族 的 边界 点 x 非 正则 的 充 要 条 件 是 关 \V 在 x 瘦 . 

证 明 先 设 X\V 在 x 瘦 . 于 是 由 定理 7-2-2 知 , X 上 有 一 个 
有 限 连续 位 势 p 使 得 

R XY (x) <plx). (2.3) 

取 一 个 fe K(O) 使 得 f(x)=plx) 且 在 0V 上 /<p. 因为 
在 XX 上 等 于 p 而 在 上 等 于 到 ( 见 定理 6-2-10)， 故 由 (2.3) 得 
(注意 到 尺 AY 在 X 下 半 连 续 ) : 

lim HY 0) slim Fy )=R 2Y (0) <plo) =/0), 

这 说 明 x 是 上 的 非 正 则 边界 点 . 

反 过 来 ,下 设 X\V 在 x 不 瘦 ， 要 证 x 为 正则 边界 点 . 为 此 ， 
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任 取 fe K(67). 因 j 的 支柱 紧 , 由 $ 定理 5-4-1, X 上 有 一 个 有 限 
连续 位 势 s$， 它 在 f 的 支柱 上 取 严 格 正 值 ， 在 多 的 某 外 紧 集 外 调 
和 . 对 任意 实数 a > 0, 据 定理 5-4-13 知 存 在 XX* 上 两 个 有 限 连 续 的 
位 势 p 与 g, 使 得 p,q 在 区 的 一 个 紧 集 外 调和 , p -ge KCO 且 在 
6V 上 成 立 着 

t=|p-gq-fl<es. 


于 是 在 VV 上 有 
H'<es. (2.4) 
因 p, 9 是 可 解 函数 (定理 5-4-15) 且 由 定理 6-2-10， 在 站 上 有 
H,= RA 且 Hy=RY. 


因 X\V 在 x 不 瘦 ， 故 对 义 上 任何 一 个 有 限 连续 位 势 w， 则 必 有 
下 式 成 立 : 
RAY (x) =w (x). 


于 是 
liminf Hv (= liminf Re 0) 
之 六 mw (7) = w (x). 
另 一 方面 ， 
limsup H' (0) slimsup RY (y) < w (x). 
yryg 
故 有 


lm » 0) < w(x). 
进一步 ， 用 p, gq 分别 代替 w 后 ， 由 (2.4) 得 
limsup H' (y) < p(x) ~ q(x) + e s(x) < f(x) + 2 s(x), 
liminf H’ (y) 2p(x) - g(x) — es(x) 2f(x) - 2e s(x). 


由 e 的 任意 性 得 到 
limH; 0) =/0%). 
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再 由 了 的 任意 性 推出 x 是 VV 的 正则 边界 点 . 口 

推论 7-2-11 在 PP 调和 空间 中 ,任意 两 个 正则 集 之 交 仍然 正 
则 . 

证 明 由 本 定理 及 定理 7-2-3 推出 . 口 


87.3 F0 集 与 位 势 延 拓 


在 经 典 位 势 论 中 ，R ;的 一 个 紧 集 为 零 容 集 当 目 仅 当 ， 这 个 
集 上 的 任 一 严格 正 连续 函数 必 可 连续 延 拓 为 R， 上 Newton 位 势 . 
在 连通 的 、 具 有 可 数 基 的 、 存 在 一 个 严格 正 位 势 的 Brelot 调和 空 
间 上 ， 上 述 结果 可 推广 为 , 不 止 包含 一 点 的 紧 集 K 为 极 集 的 充 要 
条 件 是 , K 上 任意 严格 正 的 有限 连续 函数 必 可 延 拓 为 连续 的 位 
势 . 为 了 较 准 确 地 描述 这 种 延 拓 性 ， 下 面 在 一 般 的 调和 空间 中 引 
人 FO 集 的 概念 ， 探讨 了 这 种 集 与 极 集 之 间 的 关系 ， 并 进而 把 位 
势 延 拓 的 讨论 及 有 关 结 果 推 广 到 较 一 般 的 P 调和 空间 上 去 , ( 参 
看 [50]). 

以 下 用 XX 表示 调和 空间 (X, WW)， ,表示 XX 上 的 正 超 调和 函数 
全 体 ,用 PC 表示 万 上 的 有 限 连 续 的 位 势 全 体 ; 对 大 的 子 集 4， 如 
惯例 ， 用 C(4) 表 示 在 4 上 定义 的 有 限 连续 函数 全 体 ; 而 另行 规 
定 : Cw:(4) 表 示 C(4) 中 在 4 上 取 严 格 正 值 的 元 素 全 体 ， 当 考 虑 椭 
圆 调和 空间 时 ， 我 们 总 假定 它 是 连通 的 . 


1，F0 集 与 极 集 


定义 设 4 为 X 的 子 集 . 若 对 任意 fe C,,(4), 恒 有 RI=/ 
在 4 上 成 立 , 则 称 4 为 F 集 ; 若 对 任意 fe C.:(4), 忆 有 RI =0 
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在 X\4 上 成 立 ， 则 称 4 为 O 集 . 二 者 得 兼 时 称 为 FO 集 . 

引 理 7-3-1 F 集 的 任意 紧 子 集 为 F 集 ; 若 对 任意 feCi(4)， 
了 可 延 拓 成 ue UW， ,， 则 4 为 F 集 . 

证 明 因 久 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 由 上 一 定义 直接 推 
出 结论 . 

引 理 7-3-2 在 P 调 和 空间 XX 中 ， 

1 ) 紧 极 集 必 为 O 集 ; 

2 ) 无 处 稠密 的 、 紧 的 O 集 必 为 极 集 ; 

3 ) 单 点 集 为 F 集 . 

证 明 首先 ， 若 天 为 了 的 紧 子 集 ， 则 对 任意 Je C,(K), 存 
在 pe PC, 使 得 plk>f>0.， 从 而 , 1) 当 大 为 紧 极 集 时 ,由 定理 
7-1-5 及 定理 6-2-6 知 侯 =0 月 

0<RS<RA= 以 

在 XX\K 成 立 ， 这 说 明 K 为 O 集 . 

2) 当 K 为 无 处 稠密 的 紧 O 集 时 ,由 于 R*=0 在 X\K 成 
立 , 知 饼 =0， 从 而 


Rx =lim, R* =0， 
故 K 为 极 集 . 
3) 当 KK= {xo}， 有 pe PC 使 得 p(xo)=f(xo)， 于 是 
RY (x0) =f (x0), 
即 { xo} 为 F 集 . 口 
注 7-3-3 因为 Brelot 空间 的 的 单 点 集 未 必 为 极 集 ( 见 练习 
7-4-8 ) ， 故 F 集 未 必 为 极 集 . 口 
引 理 7-3-4 ”在 P 椭圆 调和 空间 XX 中 , 设 4 为 X 的 真子 集 旦 
为 D 集 ， 则 4 为 极 集 ; O 集 的 紧 子 集 仍 为 O 集 . 
证 明 设 /在 4 上 人 恒 等 于 1, 由 定义 得 , RI =0 在 X\4 成 
立 . 设 和 aeX\4， 那么 对 任意 自然 数 mn， 存 在 me N. 使 得 在 4 
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上 ww>1 且 w(xo)<2”， 从 而 
UZ Un EK 且 w(xo) <1, 
而 在 4 上 x = om . 因 XX 为 椭圆 调和 空间 且 wu 不 恒 为 mw ， 据 定理 
4-6-7， 在 无 的 一 个 稠密 子 集 上 取 有 限 值 . 据 定理 7-1-1， 
Ac{xeX|ux)= oo} 
为 极 集 . 后 一 结论 由 引 理 7-3-2 推出 . 口 

定理 7-3-5 在 呈 调 和 空间 钱 中 , 若 单 点 集 为 Gs 型 集 , 则 紧 
极 集 天 为 FO 集 . 

证 明 由 引 理 7-3-2, 天 为 O 集 且 对 任意 fe C,:(K)， 存在 
Pe PC 使 得 plk>f>0 且 就 =0. 下 证 K 为 F 集 ,由 引 理 7-3-1， 
不 妨 设 K 非 单 点 集 . 任 取 x e K, 令 B:=K\ {x}. 显然 总 = 0. 
A:={ x } 是 Gs 型 集 , 由 定理 6-2-8, 对 任意 实数 => 0, 存在 包含 8 
的 细 开 集 G， 使 得 

RD)<Re(c)+E=E. 
注意 到 R4(Co =/(x), 得 
fC) Ss RI) ERI +RY CoD 
Sf + RIG) <fH) +e. 
由 上 的 任意 性 知 R(x)=f(x). 再 由 zx 的 任意 性 知 天 为 F 集 . 口 

定理 7-3-6 ”具有 可 数 基 的 P 调和 空间 XX 中 的 Gs 型 极 集 
天 为 FO 集 . 

证 明 据 Brelot 的 一 个 结果 ( 练习 7-4-10 ) , 存在 万 上 的 位 
势 p,p 在 K 上 取 % 值 而 在 X\K 上 取 有 限 值 . 所 以 , 对 任意 fe 
Ch(6， 任 意 的 yeX\K， 对 任意 实数 > 0， 显 然 有 

Ry) < aply) ， 
由 a 的 任意 性 知 RF 在 y 取 值 为 0, 故 K 为 O 集 . 

下 证 天 为 F 集 ， 只 需 考虑 至少 含 有 两 点 的 情况 . 对 任意 
x EK, 令 B:=K\{x}. 因 B 仍 为 Gs 型 极 集 , 故 有 位 势 g, 它 在 B 
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上 取 om 值 而 在 其 他 处 取 有 限 值 . 因 X 为 P 调 和 空间 ,可 设 0 < g(x) 
< oo. 于 是 , 对 任意 fe C:(K)， 可 适当 选取 实数 a> 0 使 得 f(x)= 
Q g(x). 因 ggq eh4 上 有 gq>f 在 上 上 成 立 ,， 故 

RY CD= a g(x)=f(). 
再 由 x 的 任意 性 知 尺 为 F 集 . 口 

定理 7-3-7 设 X 为 椭圆 调和 空间 ,K 为 不 止 一 点 的 闭 集 . 若 
对 任意 fe CH( 名 及 任意 实数 > 0， 都 存在 ue KW, 使 得 

lf-ul<e 
在 入 上 成 立 ， 则 天 为 极 集 . 

证 了 明 因 义 是 Hausdorff 空 间 ， 故 存在 两 个 不 互相 包含 的 闭 
集 4 与 使 得 4 U B= KK. 因为 同时 是 局 部 紧 的 ， 由 Urysohn 
引 理 ( 定理 1-2-8 ) ,对 任意 y e 4\B， 对 任意 自然 数 n， 都 存在 
gne C(X) 使 得 0<g,<1 自 gy)=112",g(B)= {1}. 

由 题 设 ， 对 任意 自然 数 n， 都 存在 we WU, 使 得 ,在 上 上 有 

Jw- gr] <1/2", 
今 
W:= EL 7 un. 
则 we 上 且 wly)<%m, 而 w 在 8 上 取 w 值 . 因 X 是 椭圆 调和 空 
间 , 由 定理 4-6-7 及 引 理 7-1-1 知 8 是 极 集 . 同 理 可 证 4 是 极 集 ， 从 
而 K=A4B 是 极 集 . 口 

推论 7-3-8 ” 若 K 为 椭圆 调和 空间 XX 中 不 止 一 点 的 闭 集 , 且 
对 任意 fe C,:(K), f 可 延 拓 成 某 个 ue W,，, 则 大 为 极 集 . 若 补充 
要 求 “X 为 P 调 和 空间 ,KK 为 紧 集 ”的 条 件 ， 则 天 为 FO 集 . 口 


2，F0 集 上 的 函数 之 位 势 延 拓 
引 理 7-3-9 设 K 为 P 调 和 空间 XX 中 紧 的 F 集 ,fe Ch. 那 
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么 对 天 的 任意 邻 域 G， 对 任意 实数 > 0， 必 存在 p es PC 使 得 p 
在 X\G 调和 日 在 K 上 有 0<sp-J<e. 
证 明 不 妨 设 G 是 相对 紧 开 集 使 得 Kc G. 因 X 为 局 部 紧 空 
间 ， 故 紧 集 天 有 和 邻 域 基 
多:={U|U 为 相对 紧 开 集 使 得 KcUcUcG}. 

据 Tietze 延 拓 定理 ( $ 1.2 ) ， 存 在 he C'00) 使 得 fx=f 且 所 的 
支柱 包含 于 G. 对 U = G 或 任意 Ue B， 作 函数 族 

Fu:={ p19e CO),0sgpsh,plkx=f 且 9 的 支柱 包含 于 UU}. 
由 上 述 推导 可 知 ，F 非 空 而 且 由 Uc G 推出 Fuc F6. 我 们 断 


ll 


Rr = inf {Ro| 9 € Fo}. (3.1) 

事实 上 ,对 满足 uk>f 的 任意 ue UW, 及 任意 实数 ag> 1, 由 

于 思 连续 ，u 下 半 连 续 ， 故 
V:={xeX)aux)> f(x)} 
是 开 集 且 包 含 了 K. 因 罗 是 天 的 邻 域 基 ， 故 存在 Ue 多 使 得 U 
CV 以 下 取 定 这 个 U. 于 是 对 任意 pe Fu, 在 V 上 ， 从 而 在 K 
土 , 都 有 au> gp， 故 au> Rp， 进而 
Qu2inf{ Ro| 9 € Fu} > inf {RY| 9 € F0}. 

再 由 u 及 a 的 任意 性 推出 Rf > inf {Rg| 9 e Fo}. 

另 一 方面 ， 对 任意 pe Fc, Rg > R* 显然 成 立 ， 故 (3.1) 成 立 . 

于 是 ， 对 任意 e>0, 任意 xeK, 必 存 在 pe FG， 使 得 

0<Roxx) -RIX)<e. 
由 定理 5-4-1 知 ，Rp xe PC; 又 由 题 设 , K 为 F 集 ， R*=f 在 K 
上 成 立 , 其 中 fe C.:(K), 故 
De={ysK1Rp) -7O)<ej 

是 x 在 大 上 的 相对 开 邻 域 . 由 于 是 紧 集 ， 从 外 的 开 覆 盖 族 
{ Djx e 队 中 必 可 找 出 有 限于 覆盖 { Dujx e 及 ( 7 为 天 的 有 限 子 
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集 ) . 令 g= inf g, 其 中 x 取 遍 J, 则 geZFc 且 RY < Rg < Ro 
对 任意 xe7 成 立 ， 从 而 在 天 上 有 
0sReg-f<e. 
仍 由 定理 5-4-1 知 p:= Rg 为 YY 上 的 连续 位 势 且 在 庆 \G 调和 . 口 
注 7-3-10 ”如 引 理 中 尤为 一 般 的 S 调和 空间 ， 则 所 求 的 p 
为 具有 同样 性 质 的 正 调和 函数 . 以 下 引 理 7-3-11 及 定理 7-3-12 也 
有 类 似 情况 . 
引 理 7-3-11 设 K 为 P 调 和 空间 X 中 紧 的 FO 集 , fe C,,(K)， 
G、Do 是 KK 的 两 个 相对 紧 开 邻 域 ,使 得 
KcGcGcDho, 
而 >0 是 J 在 X 上 的 连续 延 拓 且 万 在 G 上 严格 正 , 矿 的 支柱 包含 于 
Do. 那么 对 任意 实数 5> 0, 对 天 的 任 一 其 闭 包 包 含 于 G 的 开 邻 域 
D, 存在 p e PC 满足 : 
a) p 在 X\D 调 和; 
b) 在 YY 上 p< Rh; 
c) 在 G 上 p<h; 
gd) 在 K 上 p>f-e. 
证 明 不 妨 设 s> 0 充分 小 使 8:=f- ce>0 在 K 上 成 立 . 记 
B:={U|KcUcUD cD,U 为 开 集 }, 
对 U=D 或 任意 Ue8l， 作 函数 族 
Gui={ p19e KO,0< 9sf;9lk=g;9 的 支柱 包含 在 U}. 
类 似 上 一 引 理 的 证 明 可 推出 ， 
Rs =inf {Ro| 9 e gp}, G.2) 
且 对 任意 7(0< 7<E),， 存 在 和 s Go，, 使 得 在 多 上 有 
0<Rm-Sg<77. 
因 Rm 及 力 连 续 ， 
A:={x Ee XI ROY) -he) -2)<n} 
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是 包含 天 的 开 集注 意 到 G\4 是 紧 集 且 K 是 O 集 , 在 (G\K) c 
(X\ 上 有 R= 0 成立 . 利用 (3.2), 类 似 于 上 一 引 理 证 明 的 后 半 
段 , 因 6: = inf{ f(x) |x eG}>0, 可 找到 gy e Gp 使 得 在 G\A4 
上 有 
0<Ro -R=Rp<5 <fo. (3.3) 
令 m := min{g1,9}. 显然 me Go 且 当 gs 代替 几时 (3.3) 也 成 立 ， 
并 在 4 上 有 
Rgss< Ro <f -etn<fo. 

故 在 G 上 有 Rps<fo. 

由 定理 5-4-1, p:= Rm e PC 且 在 X\ 万 调和 . 因 K 是 F 集 , 故 
在 K 上 有 p>R*=f-e; 再 由 Gye Gp,0< ys<fo, 知 

DP=Rm<Rro. 口 

下 面 是 本 节 的 主要 定理 : 

定理 7-3-12 设 K 是 P 调 和 空间 X 中 紧 的 FO 集 ,fe Ch， 
G 是 & 的 一 个 相对 紧 的 开 邻 域 , 那么 可 延 拓 成 于 上 的 位 势 p， 
使 得 p 在 K 上 连续 , 在 X\G 调和. 若 同 时 假定 K 是 Gs 型 集 则 
Pp 在 XY 连续 . 

证 明 ”从 K 的 相对 紧 开 邻 域 基 中 找 出 一 个 单调 递减 列 
{Dhlm = 0,1,2,…} 来 使 得 

D5Go GD 万 > DIO DD, 
显然 
B=N», DOK. 

设 foe CW 是 f 在 XX 的 连续 延 拓 , 使 得 f 的 支柱 包含 在 Do 且 所 
在 G 上 严格 正 . 对 任意 充分 小 的 实数 > 0, 由 引 理 7-3-11 知 , 存 
在 pie PE 使 得 

a) pi 在 革 \D 调 和; 

日 在 关上 让 SR 


256 


oO) 在 G 上 pi<fo; 

dd) 在 K 上 pi>f-s. 

记 /i:= max{ 有 pr, 0}, 那么 fi 的 支柱 包含 于 Do, 且 在 G 上 
有 f1>0. 故 可 用 fi 代替 fo 而 重复 上 述 步骤 得 到 户 . 一 般 地 , 用 
归纳 法 可 得 到 连续 的 位 势 列 { p, | n =1,2,…}, 使 得 对 每 个 自然 数 
n 满 足 

(Dpr 在 XX\DD, 调和 ; 

(VD 在 XL 上 sn:= Zi pes Rfo; 

(在 G 上 s, <fo; 

(4 在 K 上 sn>f-2 "se. 
令 p 王 Lipk 显然 pe Wi 且 在 XY 上 有 p<Rh, 在 K 上 p=f. 由 
于 Re PC, 故 p 为 位 势 . 注意 到 每 个 p, 在 

(XK\G)cHA\D,) 

调和 , 作为 单调 增加 的 调和 函数 列 {s,} 的 极限 函数 p < Rh。 且 局 部 
有 界 ， 由 收敛 公理 (§ 4.1 公理 BC) 知 ,p 在 X\G 调和. 同 理 , 对 
每 个 自然 数 n, 在 X\D, 上 ?pi 为 有 限 个 连续 函数 之 和 ， 而 
2pPk 在 X \D, 调 和 ， 故 p 在 X\D, 连续. 由 的 任意 性 知 p 
在 X\T 连续 . 

对 的 任 一 点 y， 因 在 开 集 GK 上 p<h, 在 K 上 f0=f=p， 
并 注意 到 位 势 p 的 下 半 连 续 性 可 得 

PO)< liminf px)< lim op, p(x) 
< limfol) =/f00) =p0), 

故 p 在 K 上 点 点 连续 . 

当天 同时 为 Gs 型 集 时 ， 可 适当 选取 上 述 { D, } 使 得 

B:=N®,D,=K, 

从 而 p 在 KU(CXY\B)=X 上 连续 ， 口 
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推论 7-3-13 ” 若 也 为 可 度量 化 的 也 调和 空间 ,， 则 可 使 上 述 位 
势 p 成 为 X 上 的 连续 位 势 . 口 

注意 到 椭圆 调和 空间 中 的 位 势 若 不 恒 为 0， 则 必 为 严格 正 位 
势 , 由 上 一 注 及 定理 7-3-6, 7-3-7 可 推 得 下 面 

定理 7-3-14 ”在 可 度量 化 的 PP 椭圆 调和 空间 中 ， 关于 不 止 一 
点 的 紧 集 K， 下 面 三 个 命题 等 价 : 

1) 是 极 集 ; 

2)K 是 FO 集 ; 

3) 太 上 任意 严格 正 的 连续 函数 必 可 延 拓 为 万 上 连续 的 严格 
正 的 位 势 , 它 在 大 的 任 一 事先 指定 的 邻 域 之 外 调和 , 口 

定理 7-3-14 可 应 用 于 Dirichlet 问题 的 研究 ,参见 练习 7-4-12. 


8 7.4 补充 与 练习 


1， 豚 收集 


定义 ”调和 空间 XX 的 一 个 闭 集 F 称 为 (X 的 ) 吸 收集 ,如果 义 
上 每 个 在 上 取 值 为 0 而 在 X\F 取 值 为 wo 的 孙 数 必 为 超 调 和 函数 . 

练习 7-4-1 对 区 的 闭 集 局 下 面 4 个 命题 等 价 : 

a) FF 是 吸收 集 ; 

b) 世上 存在 这 样 一 个 超 调和 函数 u, 它 在 屎 上 取 0 值 而 在 
X\ 尼 严格 正 . 

c) 对 多 的 任意 可 解 集 G, 对 任意 x e FNG 有 5°(X\ FF)=0. 

d 对 任意 x e 及 x 的 任意 邻 域 以 存在 x 的 一 个 可 解 邻 域 
G 包含 于 U 使 得 4“(X\ 下 )=0. 

练习 7-4-2 ”一族 吸 收集 的 交 仍 为 吸收 集 ; 一 族 吸 收集 的 并 
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的 闭 包 也 是 吸收 集 . 
练习 7-4-3 一 个 调和 空间 XX 是 椭圆 的 当 且 仅 当 X 的 每 个 连 
通 开 子 空间 U 的 任意 吸收 集 要 么 为 空 集 ， 要 么 等 于 U 本 身 . 


2， 半 极 集 、 瘦 性 与 正则 点 


练习 7-4-4 设 U、G 是 了 调和 空间 XX 的 两 个 开 集 ,VcG 且 
x Ee OUN 6G. 车 x 是 G 的 正则 边界 点 , 则 x 也 是 上 的 正则 边界 点 ; 
反之 , 车 x 是 UU 的 正则 边界 点 , 且 存 在 x 的 一 个 邻 域 所 使 得 

UNW=GMNW, 

则 x 也 是 G 的 正则 边界 点 . 

练习 7-4-5 若是 P 调 和 空间 的 一 个 吸收 集 ,， 则 XX\F 的 任 
意 边界 点 都 是 正则 的 . 

练习 7-4-6 设 U 为 调和 空间 的 开 集 上 且 XX\U 在 U 的 边界 
点 x 不 瘦 ， 则 对 6U 上 任何 满足 下 式 的 数值 函数 

limsup Hy (y) < %, 
有 
limsup HY (y) < limsupf (y). 

因此 , 车 U 是 X 的 可 解 集 且 X 是 S 调 和 空间 则 x 是 正则 边界 点 
{利用 定理 7-2-10). 

练习 7-4-7 设 f 是 实 区 间 (0, w) 上 的 正 实 值 函 数 . 令 

A={(% pd) e RI Nx>0, Vy tz <fO)}. 
若 
f(x) 


limsup > 一 一 > 0, 
ra0 


x 
考虑 RR; 关 于 Laplace 算 子 的 调和 空间 , 则 4 在 (0,0,0) 不 瘦 ( 利用 
定理 7-2-5 及 定理 6-1-4). 
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存在 一 个 严格 单调 的 C“ 类 函数 / 使 得 当 x 趋 于 0 时 GD) 以 

0 为 极限 且 使 得 集 
S:={(x,y, 2)|x>0, Vyi+z: f(x)} 
在 (0,0,0) 是 瘦 的 . 这 个 S 就 是 所 谓 Lebesgue 刺 ， 是 1913 年 
Lebesgue 发 现 的 .( 提 示 : 可 选取 一 个 实数 w > 1 使 得 fx) 满足 
(1) + CD? 六 

练习 7-4-8 (完全 瘦 集 非 极 集 的 例子 ) 设 f 是 (0, co) 上 一 个 严 

格 单调 增加 的 C” 类 函数 ,使 得 上 述 S$ 在 (0,0,0) 瘦 . 令 
F:={(x, y, 2) € RIO<x+y+z < l}n 6G, 


=a). 


其 中 
G:={(x, y, 2) € Rx< 0}U{(x, y, 2) € Rlx> 0, Vy: + z >/(x)}. 

视 7 了 为 民 的 子 空间 ,了 的 单 点 紧 致 化 记 作 六 , 对 天 的 任意 开 集 以 
用 合 轧 表示 U 上 这 样 的 连续 实 函 数 的 全 体 : x 在 UNY 的 限制 
为 R 中 Laplace 方程 的 解 . 

那么 (X, 4 是 一 个 Brelot 空间 ,其 中 常 实数 函数 是 调和 的 ; 了 
是 XX 中 的 正则 的 P 集 ,X\ 了 是 完全 瘦 的 但 不 是 极 集 . 

练习 7-4-9 (典型 例子 ) 

设 X 是 集 

({C WD ERII< t+ty<2}x[0, 0)) vu [0, ao， 

这 里 表示 第 一 个 不 可 数 的 序数 . 在 XX 中 引入 如 下 拓扑 : 钱 的 一 
个 子 集 U 若 满足 下 面 诸 条 件 则 定义 为 开 集 : 

a) 对 每 个 “se [0, on), 集 

{CW eRll<x+y <2, (0 y), 6) eU} 

是 尼 中 的 开 集 ; 
b) 若 0e 以 则 存在 一 个 严格 正 的 实数 e 使 得 

{Cy eRIl<xr+y <1+e}x {0}cU; 
c) 对 任意 < e [0, 0), 若 5+ 1 e 以 则 存在 一 个 严格 正 的 实 
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数 使 得 
{oN eRl2-e<r+y <2} x {Es} cU; 
{eRIll<r+y<1l+e}x{E+l}cU, 
dj) 如 果 & 是 [0，on) 中 的 极限 序数 ， 则 存在 一 个 严格 正 的 实 
数 s 及 一 个 序数 <& 使 得 
{WD eRIl<r+y<1It+e}x{t}cU; 
{CW eRIl<r+y<2} x EcU; 
(ns]cU; 
e) 如 果 oneU， 则 存在 一 个 序数 < ox 使 得 
{CW ERI <r+<2} x (no) VU, 
(molcU; 
令 X = 于 Mo, 天 "= 天 MO} 且 对 于"( 或 二 ") 的 任意 开 集 以 
用 这 “(UN( 相 立地 党 “(UU)) 表 示 U 上 的 这 样 的 连续 实 函 数 h 全 体 ， 
即 h 满 足 : 
A) 对 任意 Ee [0, on), 在 
{GW eR < + <2, (ce 0 
上 的 函数 


GD 力 一 hoc y), §) 
是 Laplace 方程 的 解 , 且 


B) 对 任意 Ee Un [0, om) (或 相应 地 《+ 1 e Un (0, my)) 有 
[2 (h((r cosQ rsing)5)-AE))d49=0 
(相应 地 , J?" (h((r cosg rsing),5) -Ace+D)xdg=0) 
对 任意 满足 
{WeRll<r+ysr}x{E}cU 
(相应 地 {Gx, WD) e 到 | 产 < +y<2}x {6}cU) 
的 正 实数 7 成 立 . 
那么 有 如 下 结论 : 
1) XY' (相应 地 义 ") 是 一 个 局 部 紧 空 间 且 党 '( 相 应 地 党 "是 
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X' (相应 地 万 ") 上 的 调和 能 是 满足 Doob 收敛 性 质 . 

2) (4 0) 与 (X", 健 ") 都 是 P-Bauer 调 和 空间 . 

3) 对 on 的 任 一 个 开 邻 域 与 六 "的 交集 上 的 任何 超 调和 函数 ， 
存在 wm 的 一 个 邻 域 , 使 得 在 X 与 它 的 交集 上 , 该 超 调和 函数 取 
常数 值 . 将 六 换 成 区” 时 ,情形 相同 . 

4) XX'( 或 X") 上 的 每 个 调和 函数 都 是 常数 ,每 个 位 势 具 有 紧 
支柱 . 

5) 设 4 是 这 样 一 个 集 : 对 任何 Ee [0, on), 集 

AN {0 8), De PR x [0, on)} 


Rs: 是 被 u 控制 的 ( 即 < w 的 ) 最 大 常 值 函数 (在 "的 情形 ， 
R4(oD= um), RI(m)=0)). 

练习 7-4-10 ( Brelot M) 设 X 是 具有 可 数 基 的 PP 调 和 空间 , E 
是 极 集 , 则 存在 XY 上 的 位 势 p, 它 在 E 上 点 点 取 o 值 ; 进一步， 
车 上 为 Gs 型 集 ， 则 可 要 求 p 在 X\E 只 取 有 限 值 . 

练习 7-4-11 在 Re 的 经 典 位 势 论 中 ，2 是 一 个 下 有 界 的 上 
调和 函数 族 ， 则 集 

{x eX|(inf Ex) < (inf EY)} 

是 一 个 极 集 . 

练习 7-4-12 设 久 是 可 度量 化 的 Brelot 调和 空间 且 常 数 1 
是 上 调和 基数 , 万 是 一 个 正则 区 域 ， 紧 极 集 天 < OD 那么 , 对 任 
意 fe C.:(K), 必 存 在 Ps PEOO 使 得 plk=f 且 p 在 DD 中 调和 
(提示 : 利用 定理 7-3-14. ) 

练习 7-4-12 (Brelot-Bauer) 设 歼 是 一 个 连通 的 调和 空间 ，4 
是 其 中 的 极 集 ， 则 多 \4 也 是 连通 的 . 
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第 八 章 ”调和 空间 上 的 子 Markov 半 群 


本 世纪 四 、 五 十 年 代 , Kakutani S, Kac M 和 DoobJL 等 人 先 
后 发 现 经 典 位 势 论 与 Brown 运动 之 间 的 深刻 联系 , Doob, Le'vy 了 
为 发 展 这 种 联系 做 了 大 量 的 工作 , Hunt 进 一 步 把 它 推广 到 相当 一 
般 Markov 过 程 (Hunt 过 程 ) 从 此 , 位 势 论 的 基本 概念 和 性 质 获 
得 了 明确 的 概率 意义 ， 而 分 析 工 具 的 引入 大 大 促进 了 概率 论 的 
发 展 ,由 于 调和 空间 引入 了 Markov 半 群 ,并且 由 这 个 半 群 可 构 
造 一 个 具有 轨道 的 Markov 过 程 , 公理 化 位 势 论 使 随机 过 程 理论 
提高 到 一 个 新 水 平 ; 近 三 十 年 来 ， 位 势 论 与 随机 过 程 论 日 益 结 
合 、 相 互 促进 , 加 速 了 这 两 个 分 支 的 发 展 , 引起 人 们 极 大 重视 . 

为 了 便于 理解 第 二 节 起 在 一 般 的 拓扑 空间 , 包括 调和 空间 上 
定义 的 核 与 半 群 , 第 一 节 先 介绍 一 下 经 典 核 ，R”" 上 的 Brown 半 
群 与 超过 函数 ; 并 简要 列举 经 典 位 势 论 中 的 一 些 基本 概念 在 
Brown 运动 中 的 对 应 物 . 更 详细 的 情形 可 见于 文献 [11], {10], [6] 
及 [47] 等 ， 本 书 第 三 篇 也 有 部 分 概述 . 


§ 8.1 经 典 位 势 论 与 Brown 运动 


1，Poi sson 核 与 调和 算 子 


先 复习 第 三 章 讲 过 的 部 分 经 典 位 势 论 知识 . 
对 本 一 个 取 定 的 点 a ,半径 为 p 的 球 B:= B(a, p) 上 的 Poisson 
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核 是 : 


其 中 ，x e B,z e 8B( 见 § 3.3). 用 (DO 表示 本 的 开 子 集 以 上 
的 调和 函数 全 体 ， op 表示 88 上 单位 正 质量 的 均匀 分 布 ， 则 
Poisson 积分 是 从 LaB)( 即 在 98 上 关于 NN - 1 维 Lebesgue 测度 
可 积 的 函数 全 体 ， 几 乎 处 处 相等 者 视 为 等 同 ) 到 党 (8) 上 的 一 个 
映射 H:= Hy: 
Hf= J/P.d oo, 
这 里 Px:= P(x, )= P(x, z). 那么 映射 五 是 线性 的 且 当 > 0 时 有 
Hf>0. 当 f 在 某 个 点 ze 68 连续 时 ， 据 定理 3-5-3 有 ， 
limHf(x)=f(7). 

对 f=1( 即 f=1 在 98 ) 有 HIl=1( 推 论 3-3-4 ). 

对 始 的 开 子 集 U 上 的 连续 函数 h 来 说 ，h 在 U 调 和 当 且 仅 
当 满 足 局 部 平均 值 性 质 ( 8 3.4), 这 等 价 于 对 每 个 a eU ， 对 每 个 
满足 (a, p) c U 的 实数 p>0 有 下 面 等 式 成 立 : 

px)=|hPdoss, vxe Bla,p). 

调和 函数 是 无 限 次 可 微 的 ， 关 于 Laplace 算 子 A 有 Ah=0. 

开 集 U 上 的 一 个 下 半 连 续 函 数 g 是 超 调和 函数 当 且 仅 当 g 
满足 局 部 上 平均 性 质 ( $ 3.7)， 即 对 任何 球 Bla, p) cB(a,p)cU 
有 (定理 3-7-10 ) ， 

He(x):= 人 Pi dosp< g(x), Vx es B(a, p), 
且 Hg e MHB). 当 g 为 C(U) 时 ，g 为 上 调和 函数 当 且 仅 当 
Ag<0 (定理 3-7-7). 

经 典 位 势 是 有 核 ( 单 核 ) 位 势 ， 即 一 个 取 定 的 核 (函数 ) 关 于 
某 个 测度 的 积分 . 具体 地 ， 

在 尽 ' 考 虑 核 : Kocy)=-k - 洲 
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在 尼 考 虑 对 数 核 : 
K(x,»)=- logk - W 
在 RY(N>2) 考虑 Newton 核 : 
KGW)= 一下; 
在 Green 区 域 上 ， 就 考虑 该 区 域 的 Green 函数 为 核 ， 称 为 
Green 核 . 下 面 为 统一 表示 ， 仍 记 作 K(x, y). 
设 /为 所 考虑 空间 或 Green 区 域 天 上 的 测度 ， 则 
Ur= UMD:= Koo du 
就 是 所 关联 的 位 势 . 
我 们 称 这 几 种 核 为 经 典 核 . 它们 都 是 对 称 的 ,对 取 定 的 点 ， 
K(* 为 上 调和 函数 且 在 XX\fy} 为 调和 . 
上 的 一 个 上 调和 函数 u 如 有 下 调和 下 属 ， 必 可 按 Riesz 分 
解 定理 唯一 地 表示 成 一 个 位 势 U* 与 一 个 调和 函数 hh 的 和 ,这 里 有 
是 x 的 最 大 调和 下 属 . 


2，Brown 半 群 


令 天 = R"(N >1). 按 规 定 ，BCO 表 示 天 上 的 Borel 函数 全 体 . 

对 每 个 实数 1> 0, 考虑 定义 在 七 上 的 一 个 实 值 函数 g, ， 
g:= g(t x):= (2r0 *? exp( — |x [A2)), 
因此 可 定义 一 个 从 B*(X) 到 B*(X) 的 映射 Pi: 
fg 
这 里 “,” 表 示 卷 积 ， 即 
CuD)G= | glx - yO), xexX 

其 中 4 表示 六 维 Lebesgue 测度 ，f eB'(X). 

上 述 P, 称 为 X 上 的 一 个 核 , 核 族 (P) ,>o 具 有 如 下 两 个 性 质 : 

(1) Pl = 1 ， 对 任意 实数 1> 0 成 立 ; 
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(2) P,P,= P,,，,， 即 对 任意 实数 "4> 0, 任意 fe B CO 都 有 


PP, 记 =Pi+rr 矿 
事实 上 ,对 任意 x e XX 有 


1 2 
.AE Ey / (2 
CDGD 7 7| exp(—|x -了 站 1(C2D)d40) 


DT Lops np/ Oy 


=1. 
即 性 质 1 成 立 . 下 证 性 质 2 . 由 于 
gs*(81*f)= (gs*80) 
我 们 只 要 证 明 下 式 即 可 : 


So8: 二 St 
由 于 Fubini 定理 ， 重 积分 可 以 化 成 累 次 积分 我们 只 须 就 N=1 
的 情形 证 明之 . 这 时 ， 对 每 个 xs 天 有 


= 2 『 ep(-lz = yPA2S) exp(- /20) dy 


-5 exp( — 21C9) exp(- (s+D)y/(2s 0) +xy/s) dy 
Ts = 


EA 2 exp(- 2/ (25) + tx°/ (2s (s +) 


ER As a 
py exp(— x /(2(s +0)) 

= gs + d(x). 口 
定义 上 述 P, 全 体 (P),>o 称 为 Brown 半 群 . 
下 一 节 将 看 到 ，Brown 半 群 是 特殊 的 半 群 . 
容易 看 到 ， 对 任意 :> 0, 1<i<N 有 ， 
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a 
Di (x) i Sr00; 
大 8 
Dx (x)=( Pa )g 00; 


2 
Ed gl 
Gr 


特别 ， 关 于 Laplace 算 子 有 ， 
LA 
2 Ag8' 


ot 
据 此 ， 可 推出 下 面 几 个 结论 : 
定理 8-1-1 设 f 为 X 上 的 有 界 Borel 函数 ,那么 
(1) 对 每 个 :>0 有 Pure C0) 
oFf. 


] 
一 AP = > 
AT ot 
(2) 对 每 个 ze 总 
< pws PO 
< limsup Pf (x) 
(1) 2,0) 


< limsup f(x). 


车 /是 一 致 连续 的 , 则 im-ol Py - f=0, 其 中 | || 表示 有 界 函 
数 空间 中 用 绝对 值 的 上 确 界定 义 的 范 数 

G) 车 /在 X 的 紧 集 的 一 个 邻 域 U 上 恒 等 于 0 ， 则 当 :> 
0 时 ，+ Pf 在 K 上 一 致 趋 于 0. 

证 明 ”要 证 命题 1 , 只 要 验证 积分 与 微分 的 次 序 交换 是 可 行 
的 . 对 p> 0 作 一 个 截 尾 函数 gO) 使 得 当 ，”e B(0, 2p) 时 , gO) 取 值 
为 (p / 2m% /2 在 其 它 处 ，gO) 的 值 等 于 (p / 2n)* ?exp( -15 / 
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8p). 于 是 ， 对 每 个 es 天 有 
g(x - ») < 80), 


Og, 、 
(5—=(-Wspp+lyh ey); 
Ox 


SE -splot ly eo) 
因为 作为 的 函数 , (p+|y|)g0) 可 积 , 故 交换 微分 与 积分 的 次 
序 是 允许 的 


为 证 命题 2 ， 做 变换 二 ，1> 0xeX, 得 到 


Pf0)= gO) Vr y+) dX). 
由 Fatou 引 理 可 推出 


liminf /0) = fg10) impin f(t y + x)dNO) 


(rN) (2,0) 


< ji [gi0)/ (Vr y+)dX0) 
“0 
求 上 极限 的 情形 类 似 . 故 命题 2 的 第 一 部 分 成 立 . 
因 & 可 积 ， 对 任意 实数 a> 0 ， 存 在 大 的 紧 集 天 使 得 
lw gidA<s&. 
当 / 为 一 致 连续 时 ， 存 在 o> 0 使 得 
If(Vty+tx)- f0)1<e 
对 xeE 有 多 0<t<to,y EeE 必 一致 成 立 从 而 ， 对 每 个 xe XX 对 任意 5 
实数 上 当 0<1<w 时 有 
Preo - F001=| gO VE y+) - fo 
s21/1 bw gd4+ el gd 
< QAN+ Ds. 
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由 此 推出 命题 2 的 第 二 部 分 . 
再 证 命题 3. 取 充分 小 的 => 0 使 得 对 每 个 eK ， 孔 Ge, 司 
cU. 于 是 ， 对 每 个 xe 天 有 
IPy CX) 1 SHA P, (x, X\ Bx, ©) = P (0, X\ BOO, 9) 


P,(0, X\B(0, 可 = 上 g10)440), E={Vily|2a. 
注意 到 当 Vr|y|>e 时 ,了 <|yP/e?. 由 于 的 函数 |yPgiO) 在 
XX 可 积 ， 据 积分 的 绝对 连续 性 知 ， 
lim +P,(0,X\B(0, 9)=0 口 


3， 超 过 函数 


设 (P),>。 是 一 个 Brown 半 群 ， 设 /为 RY 上 的 、 正 的 Borel 
函数 , 车 满足 sup Pf=f, 则 称 f 是 关于 该 半 群 的 超过 函数 . 用 E 


表示 这 种 超过 函数 全 体 . 

车/ 是 正 的 Borel 函数 且 满 足 : 

Pfsf 
对 所 有 +>0 成 立 , 则 称 了 是 一 个 超 中 位 函数 . 将 超 中 位 函数 全 体 
记 作 S. 车 fgeS,， 则 inflfgjeS. 当 fe SS 时， 对 于 任意 实 
数 :、s ， 当 0<1<s 时 有 
P.f= Pof=P Pr<Py ， 

因此 ，P,y 作为 “的 函数 是 单调 减少 的 . 

定理 8-1-2 ”用 WU, 表示 RY 上 的 正 的 超 调和 函数 全 体 ， 则 当 
N>3 时 

UW,=EE={suph| {及} 是 EMCo(R") 中 的 单调 增加 列 }， 


其 中 Co(R") 是 RY 上 这 样 的 连续 实 函 数 / 全 体 :f 在 w 点 趋 于 0. 
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当 N=1 或 2 时 ，U,=E 是 从 上 正 的 常 值 函数 全 体 . 

证 明 a) 令 x> 0. 因为 g& 关于 以 原点 为 中 心 的 旋转 变换 是 
不 变 的 ， 故 存在 一 个 可 测 函 数 pz: R;:= [0, oo)-> R; 使 得 对 每 个 正 
的 Borel 函数 /有 


PyO=j yjgda=| (ramae)do. 


因 P,1=1, 故 有 [9p dp=1. 
对 取 定 的 正 的 Borel 函数 /及 xeR", 令 


f=fO0)=f x +y). 
于 是 


PCO=PKAO= 全 (| fda ppp) dp 
= 人 fac poi(p dp. 
取 定 一 个 +:， 那 么 对 每 个 we WU, 有 
P, u(x) = 上 (fud ojo.(p) dp 


gu) | pp dp= us). 


这 里 用 到 了 本 节 第 1 段 所 述 的 ， 上 调和 函数 满足 上 平均 性 质 . 由 
上 式 知 ，xeS . 
选取 K'(R") 中 的 单调 增加 列 { 万 } 使 得 sup 记 =u. 据 定理 8- 


1-1 之 (3) 及 Puu 关于 1 的 单调 递 碱 性 知 ， 对 每 个 neN 有 


万 = Jim Ps limPiu= sup Pts 
因而 
u=supfn ssup Pu su, 
n 1>0 
即 是 超过 函数 . 


b) 反之 , 设 fe E.， 首先 考虑 W> 3 的 情况 , 对 每 个 ne N， 
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令 
=inf {fn,nko}, 
其 中 Ko=|xF-*. 因为 和 为 上 调和 函数 , 据 上 段 证 明知 ，Ko < S. 
从 而 ，fhe S. 万 显然 是 有 界 Borel 函数 . 
注意 到 P, 太 关于 ! 的 单调 减少 性 ， 由 定理 8-1-1 之 (1) 知 ， 
1 


6 
~ APf= ——Pf, <0. 
7 SPh= 37Ph 


由 上 段 知 ， 对 任意 +>0 和 任意 ne N ，Pif 是 超 调 和 的 . 令 
uu:=P, fh, 

那么 ，w, 是 RY 上 连续 的 、 正 的 超 调 和 函数 ，{u} 是 单调 增加 列 

且 f= sup wu( 因 feE), 故 feU, 并 且 对 每 个 ae N ， 由 


unSnP, Kos nkKo 


知 ，une Co(R"), 即 wu 满足 要 求 . 

下 面 考虑 N =1, 2 的 情况 ， 用 

gn:= inf{f, n} 

代替 上 述 的 有 ， 同 样 可 证 得 fe WU, . 

显然 每 个 正 的 常 值 函 数 必 属于 U,. 现 设 fe W,, 要 证 f 是 正 
的 常 值 函数 , 为 此 , 假定 对 某 个 正 数 a , 存在 x 使 得 f(x)>a. 我 
们 要 证 />a. 

因为 /下 半 连 续 , 故 存在 正 数 b>0 及 8>0 使 得 在 球 B(x, 6) 
上 f/ - a>b. 选取 充分 小 的 实数 e> 0 使 得 

Ue:=f-a- eK(':,x) 

在 6B8(x, 5) 上 取 正 值 . 这 里 天 为 R"(N=1 , 2) 的 位 势 核 ( 见 第 1 段 )， 
它 在 RY\{x} 上 为 调和 . 

因此 , 只 须 对 满足 |y - x|>6 的 ye R" 证 明 有 /f(y)>a. 对 
这 样 的 y， 取 实数 p :p>|y - x|> a 充分 大 ,使 得 在 0B8(x, p) 上 
有 
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2EK( ,xzSs-a, 从 而 在 8B8Cc, p) 上 有 wu.>0. 因为 uw 是 
D:= B(x, p) \B (x, 6) 
上 的 调和 函数 ， 据 极 小 值 原理 知 ， 在 D 上 有 x> 0. 从 而 
f0)- a> eK(* ,x). 
因 s>0 可 以 任意 小 , 故 f(y)>a. 再 由 y 的 任意 性 推出 f>a. 口 


4，8Brown 运动 


下 面 简要 介绍 经 典 位 势 论 ( 参看 第 三 、 十 一 章 ) 与 Brown 
运动 的 基本 概念 之 间 联 系 . 

定义 ” 设 (Q, F, 5) 为 概率 空间 ,其 中 Q={o} 是 基本 事件 集 ， 
五 为 Q 的 子 集 o 代数 ，“《 为 严 上 的 概率 测度 . 考虑 定义 在 Q 而 
取 值 于 AR 的 随机 过 程 {多},>0 ,其 中 天 := X(4 o) 有 时 也 记 作 Xio) 


RY 上 的 )Brown 运动 : 

(a) 对 任意 有 限 个 实数 0<4 <t<…< 1 

X11), Kb) — XK) Xin) — Xtm - 1) 

相互 独立 ; 

(b) 对 任意 *> 0,!> 0, 增 量 X(s +7)- Ms) 有 N 维 正 态 分 布 ， 
其 密度 为 Pb x):= g (x),x e R*"(g, 定义 见 第 2 段 ). 

(c) 对 每 个 固定 的 we Q,XX,(@) 作 为 1 的 函数 在 [0 ，w) 连 续 . 

Brown 运动 可 看 成 一 种 强 Markov 过 程 . 

以 下 设 B* 为 RY(N >1) 上 的 Borel 代数 , CDj so 为 Rw 上 的 
Brown 运动 . 

在 (b) 中 给 出 取 , - 夭 的 密度 ; 而 万 的 分 布 ， 则 依赖 于 部 
的 分 布 . 设 

L(A4):= (We A), AeB". 

那么 由 头 = (KX - i) + 各， 条件 a) 及 卷 积 公式 , 得 
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SX A= ee Ab pr - pant. (4.D 

令 pbx,)=plbx - 办 ，1> 0,x,y ERY; 称 之 为 转移 密度 . 
如 果 和 (wm)=x， 即 集中 在 {x }, 这 时 把 6 改写 成 上 ， 由 (4.1) 
得 

EX € A)= phe x,7) da0). 
因此 可 把 p(t, x, y) 直 观 地 理解 为 : 作 Brown 运动 的 粒子 ， 从 点 x 
出 发 ， 在 时 刻 + 转移 到 y 附近 的 转移 密度 . 

对 Be B*”， 当 存在 :> 0 使 X(j) e B 时 , 令 Ts 为 这 样 的 1 的 下 
确 界 , 否则 令 Ta=o%; 对 8 的 余 集 Br 令 Ta:=T; 又 ， 当 Ts < wo 时 
记 Le:=supft>0|XDeB}， 当 re=o 时 , 令 Ls=0. 分 别称 Te、 
Ts、Ls 为 Xt?) 对 B 的 首 中 时 间 ， 首 出 时 间 和 退出 时 间 ， 而 

hs(x,' ):= Ei(Ts<%m, XTs)e') 和 
q s(x%,*):=6(Tta<t, Xe:) 
分 别称 为 从 x 出 发 的 Brown 运动 对 8 的 首 中 分 布 和 禁止 分 布 . 若 
VxeR” ， 点 (Tg<oo)= 1 (或 =0), 则 称 B 是 常 返 集 (或 相应 地 ， 
非常 返 集 )， 那么 ,经 典 位 势 论 的 基本 概念 和 性 质 可 作 如 下 解释 : 

(Dx 为 8 的 正则 点 (或 非 正 则 点 ) 当 且 仅 当 点 (res=0) = 1 (或 
相应 地 , = 0 )， 其 直观 意义 是 从 x 出 发 的 Brown 粒子 能 (或 相应 地 ， 
不 能 ) 立 刻 击 中 B， 8 是 极 集 的 充 要 条 件 是 (Tp <w)=0 ，x e 
R"， 即 从 任何 点 x 出 发 的 Brown 粒子 都 永远 不 击 中 有 

(2) 对 RY(N < 2) 的 非 空 开 集 D, 从 xeD 出 发 的 Brown 运动 
对 六 的 击 中 分 布 HX ，… )= 有 ,Ce，* ) 正好 是 DD 在 x 的 调 
和 测度 ， 这 时 , 关于 在 0D 上 定义 的 有 界 且 本 性 连续 ( 即 除去 一 个 
调和 测度 零 集 外 连续 ) 的 函数 g , Dirichlet 问题 的 一 般 (广义 ) 解 
为 : 
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Ho) = fo WHolx, dy) = Es (PX , To< 0), 
它 在 9 于 该 处 连续 的 正则 边界 点 y( 即 y e6D 目 为 D* 的 正则 点 ) 
处 以 p(y) 为 边界 值 . 另 , 当 N > 3 且 DF 为 有 界 时 ， 若 事先 不 限 
制 解 在 无 穷 远 点 的 极限 值 ， 则 解 不 唯一 ; 但 每 个 有 界 解 可 表 为 : 
ExWoro)Tp<m+asx(To=o)， a 为 常数 . 
(3) R" 的 非 空 开 集 D 若 存 在 Green 函数 则 称 之 为 Green 集 ， 
DD 的 Green 函数 可 表示 为 


Go 用 = 人 phn- E(p(t - To, X(To), y); To< ds; 


而 Ur 9) = Gt du 0) (> 0, 即 是 测度 ) 就 是 上 的 Green 
位 势 ( 见 § 3.8). 
(9 当 N>3, ”Cwplox%j)d1 即 为 Newton 核 k -下 % 其 


中 常数 
Cw:=2W YT(ON/2 - 1); 


当 N=2 时 ,J [zez 乃 - Pt xo,yo)]dt 即 为 对 数 核 -iog|zx- 冰 


其 中 xzo, yo 为 满足 | zx - yol = 1 的 固定 点 . 从 而 得 到 Newton 位 势 
与 对 数位 势 用 转移 密度 来 表示 的 形式 

(5) 设 了 是 从 非 空 开 集 D 到 [0, % ] 的 函数 , 在 D 的 任 一 连通 
成 份 上 不 恒 为 m ， 若 对 :>0 及 x e D 恒 有 

/02 (qs 0, dy) 

且 当 志 0 时 , 积分 式 收 全 于 (x), 则 称 / 是 D 上 的 超过 务 数 . 那 
么 ，f > 0 在 DD 内 为 上 调和 当 目 仅 当 /为 超过 函数 ( 这 与 定理 
8-1-2 一 致 ) . 

(6) 类 似 地 ， 可 通过 转移 密度 、 击 中 分 布 、 禁 止 分 布 等 概念 
来 描述 Riesz 分 解 、 平 衡 问题 、 能 量 、 容 量 、 扫 除 、 瘦 等 位 势 论 
的 基本 概念 和 它们 的 性 质 . 这 使 得 经 典 位 势 论 的 概念 都 赋予 相 


274 


应 的 概率 意义 . 例如 ，Dirac 测度 所 到 B e 8x(V> 3) 的 扫除 测度 
(又 称 Green 扫除 , 见 第 十 一 章 ), 即 为 B 的 击 中 分 布 ha(x, *); 对 
Green 集 D 内 的 相对 紧 的 Borel 集 8B, 任意 正 测度 wk 到 8 的 扫除 
测度 yx' 存在 , u’ 集中 在 B 的 基 ( 即 B 于 该 处 不 瘦 的 点 全 体 ) ， 且 
U(x) = p(Ts < To). 

上 式 也 是 到 Borel 集 8 的 扫除 测度 存在 的 充分 条 件 . 

把 上 述 空 间 Re 换 成 较为 一 般 的 局 部 紧 的 可 分 度量 空间 , 则 
Brown 运动 就 变 成 Hunt 过 程 。 这 时 , 测度 的 扫除 、 位 势 的 概念 
等 都 可 建立 , 并 可 进一步 研究 各 种 与 上 述 类 似 的 问题 . 


§ 8.2 子 Markov 半 群 与 预 解 族 
本 节 假 定 X 是 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间. 


1， 核 与 扩散 核 


用 8B:= 8(2 表 示 万 上 的 Borel 代数 ， BO 表示 万 上 的 Borel 
函数 全 体 ，BL(X) 表示 六 上 有 界 的 Borel 函数 全 体 ，a ,ps,t 等 
都 表示 实数 或 实 变量 . 

定义 ”映射 V:X x B 一 [0, %] 若 满足 下 面 两 个 条 件 , 就 称 它 
是 X 上 的 一 个 核 : 

(K1) 对 每 个 Be B，xiV(x, B) 是 Borel 可 测 函数 ; 

(K2) 对 每 个 xe 克 BPV(x, B) 是 8 上 的 测度 . 

核 V 若 满足 V(x, 8) < 1 在 XX x B 便 成 立 ， 就 称 之 为 子 
Markov 核 ， 当 其 中 等 号 处 处 成 立时 ， 称 之 为 Markov 核 . 若 函 
数 w3V(x, XX) 是 有 界 的 , 就 称 V 为 有 界 核 或 扩散 核 . 若 对 的 每 
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个 紧 子 集 K ， 函 数 >V(x, Kj) 是 有 界 的 ， 则 称 V 是 正常 核 . 

假定 V 是 X 上 的 一 个 核 . 对 X 上 的 数值 函数 定义 XY 上 的 
数值 函数 Vf 如 下 : 

VW= VO) =T OVG, dy), 
或 记 Vi:= V(x, . ), (上 面 已 说 过 ,对 每 个 xe 多 BPV(x, B) 是 8 上 
的 测度 )， 可 把 上 式 改写 成 
VG) = f0) dv) . 
当 fe B00 时 , 因 /可 表示 成 为 单调 增加 的 、 正 的 可 测 简 单 ( 阶 
梯 ) 函数 列 {万} 的 极限 . 于 是 ， 由 条 件 (K1) 推 出 , Vf e BtC0， 从 
而 Vfe B 00. 当 V 是 有 界 核 ，f 是 有 界 Borel 函数 时 ，Vf 也 是 
有 界 Borel 函数 . 
一 般 地 ， 将 核 V 看 成 从 BC0 到 B*(X%) 的 映射 时 有 如 下 性 

质 ; 

VDfg eB V+e)= V+ Vg; 

V2)f e BO0, a e {0,%) = V(af)= aVf; 

V3) 若 { 万 } 是 BC0 中 的 单调 增加 列 且 收敛 到 太 ， 则 

Vf/=lim, Vf. 
反之 , 从 每 个 满足 V1 ~ V3 的 映射 V: B*(X) ->B'(X), 可 得 到 XX 
上 的 一 个 核 ， 这 只 要 对 每 个 xe 多 BeB 今 
V(x, B):= V1a(x) 

即 可 . 按 规定 ， 这 里 1s 是 8 的 特征 函数 . 

进一步 , 车 /eB (X), 用 广 , 广 分 别 表示 其 正 部 与 负 部 ， 令 

Vf:= Vf ~ Vf ， 当 右 边 不 出 现 w - wo 时 . 
容易 验证 ,着 V,W 是 X 上 的 核 , 则 V+W 、cV (其 路 e [0,o)、 
VW 也 是 六 上 的 核 ， 它 们 分 别 定义 为 : 
(V+ W/:= V+ WE 
(a Vf=aVf 
VW/=VWN) = WfO) avy), 
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其 中 fe BC0. 而 且 ， 对 天 上 的 一 列 核 {V,}， 
(Zi Vf = Li (Vf) 
定义 了 上 的 一 个 核 工 >,Vn-. 
注 本 节 给 出 的 一 般 空间 中 的 核 的 定义 与 § 8.1 中 经 典 核 的 
概念 含义 不 同 ， 其 区 别 与 联系 可 见于 下 面 几 个 例子 : 
例 1 设 X=R,t>0, 那么 下 式 定义 了 无 上 的 一 个 核 Ti : 
Tf 0)=f(x -小 xeXfeB'Y) 
易 知 ， 它 是 一 个 Markov 核 . 称 之 为 RR 上 的 t- 平 移 . 
例 2 设 4 是 XX 上 的 一 个 测度 ，k: 计 x 天 >[0,oo] 为 Borel 
可 测 ， 那 么 
V/C):= frGe, yf0) dAy), x eXfe BY), 
定义 了 XX 上 的 一 个 核 V. 特 当 多 = Re, jp 为 X 上 的 Lebesgue 测 
度 时 ， 其 中 k (x, y) 就 是 经 典 意义 下 的 核 ，§ 8.2 第 2 段 定义 的 Pp， 
就 是 这 种 形式 的 核 ( k(x, y) = g(x-y)) ， 它 是 一 个 Markov 核 . 
例 3 设 世 = RY,G:=B(a,7),P: 是 经 典 的 Poisson 核 , 那么 
Pdo,,, 当 x eG, 
A Up 人 
定义 了 无 上 的 一 个 核 Hs, 称 为 关于 G 的 调和 核 


2， 半 和 群 与 预 解 族 


定义 X 上 的 一 族 核 P:=(P),>e 若 满足 : 对 任意 s, 1 & (0, %) 
有 


Ps+= P,P, ， 
则 称 P 是 一 个 半 群 . 若 半 群 P:= (PD),>o 对 每 个 :>0 都 有 Pi1< 1 ， 
就 称 P 是 一 个 子 Markov 半 群 ; 若 对 每 个 :> 0 都 有 PI=1， 就 称 
P 是 一 个 Markov 半 群 ; 若 每 个 P, 都 是 扩散 核 且 对 每 个 fs K(X) 
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及 每 个 re 成 函数 
1 Pf(x) 
都 是 右 连 续 的 ， 则 称 P 是 ( 弱 ) 右 连续 的 . 
半 群 P:= (P)>o 称 为 可 测 的 ， 如 果 对 每 个 fe B*(X), 从 无 x 
[0, o] 到 [0, %] 的 映射 (x, D FP,f (x) 为 可 测 ; 半 群 P: = (P),>o 
称 为 可 积 的， 如 果 
SUP xex [mm Pix)dt < oo. 


例 上 节 定 义 的 Brown 半 群 是 Markov 半 群 ，R 上 的 平移 核 
族 D:= (Ti),>o 也 Markov 半 群 . 
以 下 实际 上 只 涉及 ( 弱 ) 右 连续 的 子 Markov 半 群 . 
有 时 也 称 (P),>。 是 半 群 ， 这 时 实际 上 是 补充 定义 核 Po 使 得 : 
Pof:=suppoPf, fe B'(X), 
而 且 (P),>o 满足 :对 任意 s, te {0, w) 有 P,,,=P,P,. 
定理 8-2-1 设 / 是 X 上 的 有 界 Borel 函数 ， 则 函数 
,DP Pf (YX) 
是 Xx[0 ，c) 上 的 Borel 函数 . 
证 明 只 须 就 / > 0 的 情形 证 明之 . 对 me N, 用 rn) = 
ra(D) 表示 [0 ，c) 上 的 函数 ， 使 得 对 任何 ms N ,+ (n) 在 区 间 
[Eu m+l 
2 2 
上 等 于 全， 那么 , 对 所 有 ne N ， 函 数 


(DP Punof (7*) 
是 光 x[0 ，c) 上 的 Borel 函数 . 因为 
Pif (0) = limn Punof (x), (x, 0) eX x[0, %), 
故 Pif(o 是 天 x[0 ，c) 上 的 Borel 函数 . 口 
定义 XX 上 的 一 族 扩散 核 (Uo)。>o 若 满足 下 面 两 条 件 , 则 称 
之 为 X 上 的 一 个 预 解 族 (resolvent): 
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R1) 对 任何 a>0 有 awUuels<l 
R2) 对 任何 c, 6>0 ， 当 a<B 时 有 下 面 所 谓 预 解 方程 : 
Usa=Ug+(B - WUgUs. 

由 定义 ， 预 解 族 (Us)c>o 满 足 : 对 任意 正 的 Borel 函数 / 映 

射 a Unf 是 单调 碱 的 . 因此 ， 可 以 补充 定义 Uo 如 下 : 
Uof=supUaf fe BC0. 
易 知 , Uo 也 是 一 个 核 , 称 之 为 初始 核 或 关于 预 解 族 (Uo)a。>o 的 位 势 
核 . 条 件 R2 蕴涵 着 ,对 任何 a>0 有 
UoUs= Us Uo Uo= Ust+ @ Us Uo. 

因此 ， 我 们 也 常 说 (Us)cze 是 一 个 预 解 族 . 

定理 8-2-2 ” 设 (Uu)c>e 是 一 个 预 解 族 . 那么 

1) 对 任何 a,8>0 ，Ua Up= Up Us; 

2)1+4Uo= x%。(4U2)”, 这 里 1 是 恒 等 核 ,实数 4>0. 

证 明 1) 设 a<B. 因为 a=0 时 的 情形 显然 成 立 ， 故 下 面 
考虑 w> 0. 于 是 ， 对 任何 fe K'(%), 任何 ne N, 可 用 归纳 法 推 
出 ， 

Uaf= E(B - oO Up™ f+(B - oy Up" Uaf. 


因为 
lim(B - ao" Ug"f <lim((B - /BY (msupr f =0， 
故 
Uaf= 72.(B - mo Un” (2.1) 
从 而 由 预 解 方程 得 
Ua Up= Ug Ua. 


2) 令 A=p - a>0. 由 (2.1) 得 
AUaf= E24Uar0)f; 
f+AUaf= E70(AUar0) ff. 
令 w->0 ,得 
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f+AUof=E2, 4U2)f. 
由 f 的 任意 性 得 
1+A4Uo=E®, (4Ua) ,4>0. 口 
定理 8-2-3 设 P:=(P),>o 是 一 个 可 测 的 子 Markov 半 群 . 对 
任意 a>0 及 任意 x eX% 用 Us: 表示 关上 如 下 定义 的 测度 : 
PP[e “P/O, fekKW. 
那么 ，P 可 积 当 且 仅 当 Uo 有 界 . 进一步 ， 当 P 可 积 时 ， 
1) 对 任意 > 0 ，Ua:=( Uar)zex 是 上 的 一 个 扩散 过 程 ; 
2) (Us)azo 是 了 上 的 一 个 预 解 族 ; 
3) 对 任意 wz 0,r>0 有 PUs= UaP,. 
证 明 由 定理 8-2-1 立即 推出 结论 1 及 P 可 积 当 且 仅 当 Un 
有 界 , 因为 P:= (P),>o 是 一 个 可 测 的 子 Markov 半 群 , 对 任意 x > 
0，aUal< 1 显然 成 立 . 
由 Ua :的 定义 推出 ,对 任意 a>0, 任意 x eX 及 X 上 的 每 
个 有 界 Borel 函数 / 有 
Uaf= F e ~ “Pf (x)dt. 
对 fe K(X),0< a<pB,x ee, 在 下 面积 分 中 应 用 Fubini 定 理 得 ， 
UgUaf 0) = | Uardumx 
= 和 Ce" P/O0)dt) dUps0) 
= eo! UgPf Cx)dt 


= | ef ex Pp, Pf (x)ds)dt 


Hl 


| eh: Pf CN | e -at di)ds 
= Fa 全 ep Psfo(ees - 1ds 
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= [Uaf 0) ~ Ug)]. 
Bb-a 


上 式 对 任意 fe B*(X) 也 是 成 立 的 ， 从 而 得 到 
Ua= Ug+(B - UgUs. 
即 结论 2 成 立 . 结论 3 可 类 似 地 用 Fubini 定理 来 证 明 , 留 给 读者 
作 练 习 . 口 
定义 ”在 定理 8-2-3 中 定义 的 预 解 族 ( Uw)。awo 称 为 由 ( 可 积 
的 ) 子 Markov 半 群 (P),>。o 生成 的 预 解 族 . 
下 面 定理 说 明 可 积 子 Markov 半 群 与 其 生成 的 预 解 族 之 间 的 
对 应 是 一 对 一 的 . 
定理 8-2-4 XX 上 的 两 个 可 积 的 子 Markov 半 群生 成 的 预 解 族 
相同 时 ， 则 这 两 个 半 群 是 相同 的 . 
证 明 设 (P),>0 与 (Q),>2o 是 XX 上 的 两 个 可 积 的 子 Markov 半 
群 ,它们 生成 的 预 解 族 相同 . 设 fe K(X),x e X, 用 4 表示 紧 空 间 
[0 ，o%o] 上 的 带 号 测度 ， 即 如 下 定义 的 、 Cl[0, %]) 上 的 泛 函 : 
sn | ge [Pf Qf, 
对 任意 a es (0 ，c), 用 ga 表示 C([0, cj) 中 的 这 样 的 函数 : 它 在 
o 等 于 0 而 在 [0, %) 上 等 于 e"'. 据 假定 ， 对 每 个 ce (0, %) 有 
ACEa)=0， A(D=0. 
因为 对 任意 w Be(0 ,m) 有 gagp =8cxp 故 对 (go)a>o 中 实 系数 
多 项 式 g 有 wj (8) = 0. 据 Stone-Weierstrass 定理 知 ，J = 0， 又 
因为 函数 
tpe [Pf0)- Qu 
是 右 连 续 的 ， 所 以 ， 对 任何 :>0 有 


Pf oo = Qf (x). 
因为 与 x 是 任意 的 ， 故 对 任何 :>20 有 P=Q. 口 
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3， 半 和 群 与 预 解 族 对 应 的 上 中 位 及 超过 函数 


定义 (a) 设 P:= (P),>o 是 上 的 ( 弱 右 连续 的 ) 子 Markov 
半 群 ，fe 下 (0. 若 对 任何 120 有 Pf<f, 则 称 f 是 P- 上 中 位 
函数 , 若 对 每 个 xe 有 
sup Prf (x) =f (x), 
其 中 上 确 界 是 关于 !> 0 取 的 ， 则 称 f 是 P- 超 过 函数 . 
(b) 设 U:= (Us)a>o 是 XX 上 的 一 个 预 解 族 ，fe BC00. 若 对 
任 任何 实数 a>0 有 aUaf<f, 则 称 f 是 U- 上 中 位 函数 . 若 对 每 
个 xeX 有 
sup QUaf (x) =f (x), 
其 中 上 确 界 是 关于 a >0 取 的 ， 则 称 /是 U- 超 过 函数 . 
定理 8-2-5 设 P 、U 如 上 一 定义 所 述 ， 太 <B*(C0. 若 f 是 
P- 上 中 位 函数 ， 则 对 每 个 xeX ， 作 为 :的 函数 P, /在 [0 ，co) 是 
单调 减 的 ; 车 /是 U- 上 中 位 函数 ， 则 对 每 个 xeX ，a Uaf(x) 作 
为 a 的 函数 在 [0 ，) 是 单调 增 的 . 
证 明 设 0ss<t,0<saw< 有 那么 
Pf=PsP,- sfsP,f; 
QUsf=aUpf+a(B- a)UgUof 
<aUgf+(p - 四 Usj 
=pUpf. 吕 
定理 8-2-6 设 P 如 上 一 定义 所 述 ，f 是 P 超 过 函数 . 则 对 
每 个 :>20 ，P,f 也 是 P 超过 函数 . 
证 明 由 上 一 个 定理 对 每 个 *> 0 ， 有 
P,P,7= P,P.y< P,/， 
进一步 ， 
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limPs Pf = 四 PP = PfO 

定理 8-2-7 设 了 UU 是 由 上 的 、 可 积 的 子 Markov 半 群 生成 
的 预 解 族 . 那么 上 的 一 个 函数 是 U 超过 函数 当 且 仅 当 它 是 P 
超过 函数 . 

证 明 设 /是 一 个 P 超 过 函数 ，x eX，a>0. 那么 (下 面 
关于 s 或 1 的 积分 区 间 都 是 [0 ，m) ) ， 

aUaf()=af ee"pyeodts(ae ed)f0)=f0). 

由 定理 8-2-6 得 ， 


lim a Uaf (9) = im { epf Cd 
=lim | 67‘Pyaf Cd 


= 人 ef0)d=/00). 
这 就 证 明了 / 是 UU 超过 函数 . 
车 fe BO0，P>0. 则 
eh'P,Ugf (x) =e ?UpPf (x) 
=e2 eh p,P,f(x)ds 
=f eh p,, fC)ds 
s{ et:p,f0)ds = Upf Ce). 
下 设 f 是 英超 过 函数 . 对 任意 w B20 有 
f+(B - WUsf=(f - aUaf)+ BUaf>0. 
因此 对 任何 120 ， 由 上 一 关系 式 可 推出 ， 
e PB'PUaf=e?'PUg(f+(8 - Uaf) 
SUg(f+(B - WUaf)= Uaf. 
由 B 的 任意 性 得 ， 
PUaf < Uaf. 
因此 ,对 任意 ze 六 ， 有 
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PJ = yapus 站 a Uaf dP 
< lim aUaf()=/0. 
另 一 方面 ， 由 上 面 关系 式 可 得 出 ， 
tmPuoD> liminfe® P(g Uaf)0) 
=liminf a f eo sf Cds 


= QUaf (0). 
再 由 w 的 任意 性 得 im Pu/= 广 口 


4， 关 于 一 个 核 的 上 中 位 函数 


上 段 我 们 考虑 了 关于 一 族 核 (一 个 半 群 或 一 预 解 族 ) 的 上 中 
位 函数 ,其实 它 是 关于 其 中 每 一 个 核 都 满足 同一 个 性 质 的 函数 ， 
本 节 先 就 单个 核 W 来 考虑 . 然后 指出 ， 所 得 结果 可 用 以 证 明 关 
于 预 解 族 的 两 个 重要 结论 . 

定义 设 W 为 X 上 的 一 个 核 ,一 个 函数 g e 她 0C0 若 满足 

Wg<s8 

就 称 为 关于 核 W 的 上 中 位 函数 . 关于 W 的 上 中 位 函数 全 体 记 作 
S(W). 

显然 , S(W) 是 B*(X) 的 一 个 凸 的 子 锥 ; 对 S(W) 中 的 单调 增加 
列 { gn}， 有 supn gr < S(W); 对 S(W) 中 的 任何 一 列 函数 { 万 }， 
in 名 万 e S(W); 而 且 , 若 gs S(W), feB'W 且 Wgsfsg， 则 
fe S(W). 

可 定义 SCW) 上 的 缩减 函数 如 下 : 对 每 个 /eB*(X), 令 

Ri:=inf{glge SWH ge>f. 

显然 ,车 用 fi = /” 代替 /， 得 到 的 是 同一 个 缩减 函数 . 若 Rj e 
B'00, 则 必 有 Rre S(W) . 
284 


下 一 定理 揭示 了 一 个 似乎 出 人 意料 的 事实 ， 即 对 Borel 函数 
f， 总 有 RjeS(W). 

定理 8-2-8 (Mokobodzki G) 令 f/eB'(%), 定 义 B*(0) 中 的 序 
列 {g»} 使 得 g1:=f， 对 一 般 的 neN, 令 gni1:= supn fg WEgn}. 那么 
8:= supn gn € S(W)B R= 8g. 

证 明 因 {g,} 是 单调 增加 列 ， 故 

Wg=sup Wgn < sup gn:1= 8, 

即 ge S(W). 因 f/=g1<g, 故 Ri <g. 反之 ,着 g e S(W) 且 9> 
了 ,由 归纳 法 可 证 得 g > g,，n e N. 这 说 明 g > g. 因此 Ri>g. 于 
是 Rr =8. 

定理 8-2-9 ( MokobodzkiG ) 设 s,te S(W), fe B'OH 
满足 s=1+/，, 那么 存在 一 个 函数 1'e S(W) 使 得 1'<1 目 s=1'+ 
及 


证 明 设 he BOO 使 得 s= Ws+h. 定义 函数 列 {4} 如 下 : 
=; t= inf{ts, Wh +h}, neN. 
于 是 nm e S(W); 假设 已 知 训 es S(W), 则 Wiis< Wh < ,同时 
Whorts Wi， 故 Wists bb 即 trre S(W), 这 说 明 { 4 } 是 
S(W) 中 的 函数 列 . 
如 同上 一 定理 的 证 明 ,可 在 B*(X) 中 定义 一 个 单调 增加 列 
{gn} 使 得 
BI:=f; gnti:= Sup {gn, Wgn},n EN. 
那么 对 每 个 ne N 有 
S= 加 +SBn. 
事实 上 ,s =1+f=ti+ gi. 假定 对 某 个 ne N 有 = 如 +sgr， 那 么 
Ws= Wint+ Wen. 
因而 
Ss=Ws+h= Wit+ Wen+h 


且 
3 二 infp { tn, Wi +h} + sup{ gn, Wgn} = tnt+ gn+1 

令 1'= inf 1 , 则 有 1'e SC(W) 使 得 1'<t 且 s=t'+R 口 

由 于 这 个 性 质 在 位 势 论 中 具有 重要 作用 , 例如 我 们 看 到 的 调 
和 空间 X 上 的 正 超 调 和 函数 全 体 满 足 Riesz 分 解 定理 和 自然 分 解 
公理 ( 见 定理 6-1-5), 因此 ， 有 的 文献 (参看 [6]) 用 这 个 性 质 来 给 出 
位 势 锥 的 定义 . 

定义 若 凸 锥 9 c B*00 满 足下 面 性 质 ， 则 称 之 为 一 个 位 势 
锥 : 对 任何 wveV, 任意 fe B'(X), 当 

在 {v<w} 上 有 /=(u - v) 目 在 {v=%} 上 有 /f=0 - 
成 立时 ， 必 有 

ARr=inffglges7y 且 8g8> 丰 eg， 

且 存 在 某 个 w eV 使 得 u=w + RY. 


现在 返回 考虑 关于 一 个 子 Markov 预 解 族 V:= (Va)awo 的 上 中 

位 函数 族 Sv 与 超过 函数 族 Ev. 注意 到 

Sv= me>oS(c Va), 

由 上 一 定理 , 每 个 S(a Va) 都 是 位 势 锥 , 故 Sv 也 是 位 势 锥 . 
引 理 8-2-10 对 每 个 g e Sv 映射 aPa Vag 是 单调 增加 的 . 
证 了 明 ”由 预 解 方程 直接 推出 . 口 
定理 8-2-11 仍 用 Vo 表示 V 的 初始 核 ， 则 位 势 锥 Sv 满足 : 
(1) Sv 中 任何 单调 增加 列 的 极限 也 在 Sv 中 ， 因此 Vo(B*(X)) 

C Sy ， 即 对 任何 fe B'(WD 有 Vofe Sv; 

(2) 对 Sv 中 的 任何 序列 {g,} 有 inf gn € Sv. 
证 明 由 引 理 8-2-10 及 定理 8-2-9 推出 . 口 
定理 8-2-12 设 gs Sv, 令 

g:=sup a Vag = lim QVag 
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(由 引 理 8-2-10, g' 存在 且 ge B*(X)), 则 
(1) 8 是 8 在 Ev 中 最 大 的 弱 函 数 (下 属 ) ; 
(2) 由 8F>8 定 义 的 、 从 Sv 到 Ev 上 的 映射 是 可 加 的 , 正 齐 
次 的 、 单 调 增 的 ; 而 且 对 Sv 中 任何 一 个 单调 增 列 {g,}， 有 
(sup 8n) = sup gn'; 
(3) ”Ey 是 一 个 位 势 锥 且 其 中 任 一 单调 增加 列 的 极限 仍 在 
Ev; Vo(B’'(X)) c Ev. 
证 明 设 g eSv,Q>0,neN, 令 gn:=inf(g,n). 那么 ge 
Sv 且 对 每 个 > a， 由 预 解 方 程 得 
Vagn= Vpgn+ (BP ~ a)VaVp gn; (2.2) 
因 Vpgn < gn/ P, 故 
aVaVp gnS QVa(gn/PB)S gn/p. 
在 (2.2) 式 中 , 令 -oo， 得 Vagn= Vag,. 从 而 由 上 一 定理 得 
Vag =sup Vagn= sup Vagn'= Vag. 
因此 ， 
8=supwVug=supwVa8'. 
这 说 明 gs Ev. 映射 gr g' 的 可 加 性 、 正 齐 次 及 单调 增 性 是 显然 
的 . 若 { g,} 是 Sv 中 的 单调 增 列 , 则 
Sup gn' = Sup sup a Vagn=sup sup Q Vagn 
=sup & Valsup gn) = (sup gn)'. 
又 因 Evc Sv, 故 结论 (2) 成 立 . 
若 g e Sv, he Ev 使 得 h<g， 则 由 Ev 的 定义 知 ， 
h=sup a Vahssup aVag=g. 
即 结论 (1) 成 立 . 
车 fe Bo(X), 则 由 (1) 的 子 Markov 性 知 , 对 任意 a > 0 有 
Vaf < 上 fll/a， 从 而 由 预 解 方程 
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QVaVof+ Vaf= Vof 
推出 Vofe Ev. 因此 , 对 一 般 的 fe B*(X)， 
Vof=sup Vo(inf{f, n}) es Ev. 


5， 由 核 生成 的 预 解 族 


定义 设 V 为 X 上 的 一 个 核 . 称 一 个 正 的 Borel 函数 4 为 Vy 
强 函 数 ， 如果 对 所 有 有 界 Borel 函数 帮 关系 式 Vf<u 在 {f> 0} 成 
立 蕴涵 Vf/<u. 

若 常数 1 是 V 强 函 数 , 则 称 V 满足 完全 的 极 大 值 原理 . 

定理 8-2-13 设 V:= (Va)u>o 为 世上 的 子 Markov 预 解 族 ,而 
V 为 V 的 初始 核 , 即 V = Vo. 那么 每 一 个 V 上 中 位 函数 wx 都 是 V 
强 函 数 ; 特别 , V 满足 完全 极 大 值 原理 . 

证 明 任 取 一 个 有 界 的 Borel 函数 /， 并 假定 V/ < x 在 
{> 0} 成 立 . 于 是 

Vf'sVf+u 
在 {f> 0} = {f'> 0} 上 成 立 . 对 每 个 w>0, 由 预 解 方程 得 
QVaVof SVaf taVaVof = Vof, 
故 Vf 也 是 V 上 中 位 函数 , 故 可 以 用 w+ Vf 来 代替 w， 即 可 假定 
f>0. 由 定理 8-2-2 之 (2) 得 : 
Ero (QVa) f=f+a Vp 
故 在 {f>0} 上 有 
Er (a Va)y fs lfN+ au. (2.3) 
下 面 证 明 , 对 每 个 neNU{0} 有 
Zo (a Va)f sfN+au 

事实 上 , n = 0 时 上 式 显然 成 立 . 现 假定 上 式 对 某 个 n € N 成 立 . 
因为 aVa(ifl+aw)z<ifltau 故 
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Ee (aVa)f sf ou. 
从 而 在 {f=0} 上 有 
EaVa)f=f+ Et (a Va)f sfH au. (2.4) 
但 据 (2.3) 式 ，(2.4) 在 {f> 0} 上 也 成 立 . 从 而 
f+aVf= Ee (a Vea) f sfltau. 
两 边 同 除 a 后 , 令 w ~>o 得 Vf<u. 口 
下 面 考虑 逆 问 题 . 假定 V 是 X 上 的 一 个 满足 完全 极 大 值 原理 
的 有 界 核 . 其 实 ， 这 也 是 存在 一 个 相应 的 子 Markov 预 解 族 的 充 
要 条 件 . 
引 理 8-2-14 设 a>0; jgeB00， 又 假定 zx 是 V 强 函数 
使 得 /<u 月 gtaVg=Vf. 那么 ag<u. 
证 明 因 V(a(f- ag)=agsfsu 在 {f - ag>0} 上 成 立 . 
故 
ag=V(a(f - 9)<2. 口 
引 理 8-2-15 ”对 每 个 w > 0 ,从 有 (和) 到 Bb(2) 的 线性 映射 
1 + QV 是 一 个 内 射 (injection). 若 f,g € BX) 有 Eg= (+ aV) 
VD, 则 allgl sh 
证 明 设 c>0 /ge Bb(), 使 得 g +taVg = Vf/. 因为 + 
< 县 常数 /是 V 强 函数 , 由 引 理 8-2-14 得 出 + gag < ， 
即 cllgllslA. 特 取 f=0, 就 有 g=0. 可 见 映射 1+aV 是 一 个 
内 射 . 口 
引 理 8-2-16 ”对 每 个 a>0，1+aV 是 从 BCO0 到 BC 的 一 
个 代数 同 构 . 
证 明 当 a>0 且 allvi<1 (jiVI 表 示 线 性 算 子 V 的 范 数 ) 
时 ， 由 下 式 知 结论 成 立 : 
(+aV) '= 7*, (- aVy'. 
设 go> 0 使 得 1+ aoV : Bu(X) -> BC0 是 一 个 代数 同 构 . 令 
0<a<2%. 
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由 引 理 8-2-15 知 ， 


l(a - od + ooVvy VI sa 


从 而 1+(a - oo)(I1+ aoV)-'V : BoC0 一 BuC0 是 一 个 同 构 . 故 
I+av=(+aov)d+(c-aoL+ aoV)V) 
也 是 一 个 同 构 . 口 
下 面 我 们 将 利用 这 种 满足 完全 极 大 值 原 理 的 、 有 界 核 V 来 
产生 一 个 预 解 族 . 为 此 对 每 个 a&>0 ,定义 Va: Bb(X) 一 Bb(X) 
为 
Va=(l+aV)'y,; (2.5) 
特别 ， Vo:=V 
引 理 8-2-17 ”对 每 个 a>0, 线性 映射 Va。: Bb(X) 一 BO0 是 
正 的 且 llwvell sl; 对 所 有 a,B>0 有 
Va- Vp=(B - 0) VaVg. (2.6) 
证 明 由 引 理 8-2-15 知 , 上 aVall<1. 车 fe Bo(W) 且 f<0, 因 
为 0 是 V 强 函 数 ， 由 引 理 8-2-14 知 Vaf< 0， 故 Va 是 正 的 . 下 
设 a,B>0. 
(I+aVX Va — VA) 
=(l+aV) Ve - (I+PV) Vp+(B - OV Vp 
=(f - oakl +aV)Va Vg. 
故 (2.6) 式 成 立 ， 口 
定理 8-2-18 设 V 是 发 上 的 有 界 核 . 那么 XX 上 存在 一 个 子 
Markov 预 解 族 V:= (Vo)a>o 使 得 sup Va。=V 的 充 要 条 件 是 V 满足 


完全 的 极 大 值 原理 . 这 个 预 解 族 V 由 V 唯一 的 确定 . 

证 明 ”必要 性 由 定理 8-4-1 得 到 . 下 证 充分 性 . 考虑 (2.5) 式 
定义 的 映射 V。: Bu -> Bu(). 当 a>0 时 ,对 每 个 fe BW'(X) 
有 
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Vf - vaf= cveVJ>0. 
即 Vaf< Vf. 因 K'(X) 在 B*(X) 中 稠密 ，Vc 可 唯一 地 延 拓 成 为 
万 上 的 一 个 有 界 核 ， 仍 记 之 为 Va. 

对 每 个 fe Bw(X)， 由 上 一 引 理 
0<Vf- Vaf=@QVaVfs aVVf. 

因此 tim|IVf ~- Vafll=0. 对 fe B00, 令 

=inf{ffn}, neN, 
得 到 

sup Vaf = supsupn (Vafn) 


= supn (supa>0 Vafn ) 
= supn Vfn =Vf. 
类 似 地 , (2.6) 式 可 以 延 拓 到 B' 人 0, 即 预 解 方程 成 立 . 这 时 ， 
惟 Vx | 上 1 仍 成 立 , 总 之 V:= (Va)c>o 满足 定理 的 要 求 . 
再 证 唯一 性 . 假定 另 有 预 解 族 U:= (Uo)a>o 满足 
sup Uc=V. 
设 w>0 ，fe BC0. 于 是 
Vaf +aV Vaf= Vf= Uaf+ aV Uaf, 
令 g:= Vaf -Uaf，, 得 到 g+ aVg=0, 由 定理 8-2-15 知 8=0. 因 
而 Vaf= Uaf. 由 j 的 任意 性 就 推出 Vc= Uc. 口 


§ 8. 3 由 连续 位 势 构造 的 核 


设 X:=(% 劝 是 Pi 调和 空间 . 
依 惯例 ,对 闭 的 点 x 用 ex 表示 集中 在 单 点 子 集 { x } 的 单位 
正 质 分 布 , 即 对 任意 一 个 Borel 集 8B ( 即 BeB(2), 当 xe8B 
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时 , cxB) =1 时 ; 而 当 x eX\B 时 , eAB)=0. 

用 PC 表示 无 上 所 有 实 值 连续 位 势 组 成 的 凸 锥 ，M 一 MO0 
表示 XX 上 的 测度 全 体 ， 今 

P.:={p e PC| 存在 XX 的 紧 子 集 KK 使 得 p 在 X\KK 调 和 }); 

A={Je MN'| 每 个 pe P. 关 于 jp 可 积 }、 

显然 人 是 一 个 凸 锥 ， 每 个 具有 紧 支 柱 的 测度 都 属于 和 A . 

引 理 8-3-1 设 4 e NM ， 如 果 存 在 一 个 关于 /可 积 的 、 取 严 
格 正 值 的 、X 上 的 超 调 和 函数 u, 则 ye 和 . 

证 明 ”对 任意 p e P., 假定 它 在 紧 集 久之 外 调和 ,那么 可 找 
到 一 个 正 数 c 使 得 在 K 上 有 p < cx. 注意 到 函数 sup{p - wz 0} 
是 位 势 p 的 下 调和 下 属 , 知 sup{p - aw,0} <0, 从 而 p<au 在 
成 立 . 由 此 推出 p 关 于 可 积 . 口 

本 节 以 下 车 无 男 加 声明 ， 都 假定 X= (% YU ) 是 具有 可 数 基 的 
P 调和 空间 . 


1， 严 格 位 势 


定义 ”XX 上 的 一 个 位 势 p 称 为 严格 位 势 ,如 果 对 任何 两 个 
veM*， 当 它们 满足 下 面 两 条 件 时 就 必 有 j= v: 

Ga)fpdu=fpdv<oo; 

(b) 对 XX 上 每 一 个 正 的 超 调 和 函数 都 有 

Judusjudv . 

由 条 件 a 、b, 就 可 以 断定 如 veA. 事实 上 ， 严格 位 势 p 在 X 
上 点 点 不 为 0. 否则 , 若 存在 xe X 使 得 p(x) = 0, 那么 可 取 j= 0， 
v= ex, 这 时 有 [pdu=jJpdv=0. 

条 件 b 对 此 jv 显然 满足 , 据 严格 位 势 的 定义 必须 有 ex*= 0， 
矛盾 . 于 是 由 引 理 8-3-1 知 ， mv e A. 
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注 ”即使 不 假定 XX 具 有 可 数 基 ， 下 面 结论 也 成 立 : 

(1) 有 的 文献 (如 [10]) 在 条 件 b 中 考虑 的 是 x 的 上 积分 ,其 
实 ， 根据 广义 Riesz 表示 定理 ( $ 2.6)， 对 任意 正 的 Borel 函数 ， 
特别 是 正 的 下 半 连 续 函 数 ,关于 Radon 测度 的 积分 与 上 积分 都 是 
有 意义 的 ， 且 二 者 相等 . 因此 ， 关 于 正 的 超 调和 函数 ， 可 以 用 积 
分 代替 上 积分 . 

(2) 条 件 b 等 价 于 : 

(b) 对 XX 上 每 一 个 位 势 p e P. 都 有 

y jp dus jp dv. 

因为 据 定理 5-3-1 和 推论 5-4-2 ， 每 个 正 的 超 调和 函数 u 都 是 P。 
的 一 个 上 定向 子 族 的 上 确 界 函 数 ， 据 定理 2-3-4, (b") 蕴 涵 (b). 口 

回顾 8$ 6.1 在 正 超 调和 函数 凸 锥 Ui:= { u>0]ue ZX } 中 定 
义 的 一 个 殊 序 “< ”: 对 任意 zw veU， ， 

<Y 作 存在 we UW 使 得 x+ w=v. 

定义 无 上 的 一 个 位 势 p 称 为 超 严格 位 势 , 如果 对 任何 ye 
K (CO 及 任何 实数 =>0, 存在 p',p"e PC 满足 下 面 三 条 件 : 

A) 存在 a e [0, %) 使 得 p'+ p"< ap; 

B)p' 与 p” 在 /的 支柱 之 外 调和 ; 

C0sp"- psfsp"-p'+e. 

显然 ， 超 严格 位 势必 为 严格 位 势 . 请 读者 自行 验证 ( 提示 : 
只 要 证 ， 对 满足 严格 位 势 条 件 a,b 的 /与 % 若 存 在 fe Ki:CD, 太 
#0 使 得 |fdy#|fdv, 则 导出 矛盾 .) 

定理 8-3-2 (Herve M M-Bauer H) 设 ue A，u 是 XX 上 严格 
正 的 超 调和 函数 , 那么 存在 有 pz 可 积 的 超 严 格 位 势 pe PC, 使 得 


psu. 
证 明 ” 据 定理 1-4-8，K(X%) 中 存在 一 个 可 数 的 稠密 子 集 {所 } 使 
得 对 任意 fe K(X), 任意 <> 0, 存在 某 个 万 , 使 得 4 (ff)<e 且 所 
的 支柱 包含 于 了 的 支柱 . 又 据 定理 5-4-13, 对 任意 自然 数 n， 存 
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在 内 、gn e Pe 使 得 p,，gq 在 记 的 支柱 之 外 调和 且 
0<pn ~- qnsfhspn—- qn+ ln. 
因为 具有 可 数 基 ， 故 存在 由 六 的 相对 紧 开 集 构成 的 一 个 
增加 列 { UV, }， 使 得 
U7?) Un=X; Uc Un ,neN 
对 每 个 ne N, 令 
Qn:= supun (pn + gn), Brn:=[ (pn + gr)du 
yn:= Supx[(Pn + qn) 1717]. 
这 些 数 都 是 有 限 的 . 再 令 
pa nh Pn+q, 
PE tp yD 
那么 pe PC,p <u 且 p 关于 可 积 . 
下 证 p 是 超 严 格 的 位 势 . 设 fe K'(X), es> 0. 那么 存在 自然 
数 n 使 得 
ne>2, hsfsht+enh. 
于 是 相应 的 pw, gs 具有 下 述 性 质 : 
apn+ qn<2" (m+ B+ ht+ lp; 
b) pr 与 gn 和 皆 在 的 支柱 之 外 调和 ; 
OSpn- gsjsP -gr+E. 
故 p 是 一 个 超 严 格 位 势 . 口 
注意 到 w= 是 严格 正 的 超 调和 函数 ， 故 具有 可 数 基 的 了 
调和 空间 必 存 在 这 样 的 超 严 格 位 势 p , 它 是 连续 的 , 取 严 格 正 值 . 
回顾 § 1-3 函数 锥 的 定义 ， 同 时 给 出 的 记号 
Z(D) := {vjv 是 F 中 某 个 单调 增加 列 的 极限 }， 
其 中 2 是 XX 上 的 一 个 数值 函数 族 , 容易 得 到 
定理 8-3-3 PE 是 一 个 函数 锥 目 ZIPC) =W. 
证 明 由 定理 8-3-2 ， 凸 锥 PC 中 有 严格 正 的 位 势 p ; 又 由 
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定理 5-4-4 知 , PC 能 分 辨 世 中 的 点 因为 PC c WU , 自控 性 显然 
满足 ， 故 PC 是 函数 锥 . 
对 任意 ue U, , 因 X 有 可 数 基 ， 据 推论 5-4-2 ， 存 在 由 具有 
紧 支 柱 的 连续 函数 构成 的 单调 增加 列 {g,} 使 得 
u= Supn Rg . 
因为 XY 是 P 调 和 空间 , 故 Rg 是 连续 位 势 ,这 蕴涵 Z(PEC) =K,， 口 


2，Choquet 边界 与 位 势 的 细 支 柱 


定义 设 了 是 具 可 数 基 的 局 部 紧 空 间 , 3 是 由 了 上 的 下 半 连 

续 函 数组 成 的 一 个 凸 锥 . 对 任意 ye 到 令 
MAF):={1 €E MW'|- <1 (8) < gy),v g e 3}. 
Chsr ={y er INAS) ={e))}}. 

Chs 了 称 为 Y 上 相对 于 3 的 Choquet 边界 . 

注 (8) 表 示 g 关 于 J 的 积分 . 

我 们 知道 , 必 有 es ye MA(3), 因此 y e 了 是 了 上 的 Choquet 
边界 点 当 且 仅 当 WW,(3) 为 单元 素 集 . 

Choquet 边界 提供 了 一 种 一 般 形式 的 、 关 于 函数 锥 的 极 小 值 
原理 . 限于 篇 辐 ， 对 此 书 仅 介绍 一 些 较 重要 的 结论 而 已 , 有 兴趣 
的 读者 可 参见 Bliedtner Hansen W[6]. 

定理 8-3-4 ”假定 上 面 所 说 凸 锥 S 包含 了 一 个 函数 锥 矿 〈( 厂 
C C'(X) ) ， 使 得 每 个 es S 是 所 下 有 界 的 , 即 存在 g s WW 使 得 
>- g， 如 果 fe3 上 且 在 ChsT 上 有 f>0, 则 />0. 口 

以 下 考虑 具 可 数 基 的 PP 调和 空间 (X, % ), 仍 设 PC 是 关上 的 
连续 实 位 势 全 体 构成 的 函数 锥 . 

定义 令 CodX):={ ge CW) | 存在 ps PE 使 得 |g | <p )， 
对 任意 fe Cod, 称 
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860):= ChsX G.D 

为 大 的 细 支 柱 ， 其 中 

S=PC - Rif=p ~ aflp € POE, a eR:}, R,:= [0,%). 

特别 , 当 g e PC 时 , 5(9) 称 为 位 势 9 的 细 支 柱 (下 面 将 看 到 ， 
它 是 一 个 细 闭 的 Borel 集 ). 那么 区 中 的 点 x e656(q) 当 且 仅 当 s, 是 
满足 下 面 两 条 件 的 唯一 测度 je Me': 

(1) 4(9) = 900; 

(2) 对 每 个 pe PC 都 成 立 y (p) < p(x). 

进一步 , 对 一 般 的 fe Czd20 有 

6U) = {x e 久 | ex 是 唯一 满足 4 4)>f(x) 的 je MA(PO)}. 

引 理 8-3-5 若 p,ge PEC 且 p<g，, 则 5(p) < 65(g). 

证 明 假设 x e6 (p) 且 4 s Wt(PC) 满 足 /(q) > q(x). 因为 
4(D)<plx) 及 

Hg - Pp) < (gq - px) 

(由 (3.D) 式 及 MPG) 的 定义 ) 并 注意 到 9 - Ps PC， 推出 4 (p) = 
p(X). 因为 x e6(p), 故 4= sx 这 说 明 xe 5(g). 口 

引 理 8-3-6 设 pe PC，V 是 PC 的 一 个 上 定向 子 集 是 每 个 
gq eV 满足 g<p, 则 supYe PE 目 supY<p. 

证 明 令 G:=tp -glgeV}, 则 GcPEC 且 为 下 定向 集 ， 

p=supV+ inf G. 
由 定理 6-1-8 知 , supY e WU,. 因此 p=supYV+ “infG ,从 而 
supVY e UiNCpe= PC 

且 infG= “inf Ge PE 口 

定义 对 每 个 ps PC, C(p): =6(p) 称 为 位 势 p 的 支柱 . 

定理 8-3-7 对 每 个 pe PC 有 Rs = 六 而 且 , Clp) 是 满足 


Re =p 


的 最 小 闭 集 E (CX). 
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证 明 若 xe UW 目 在 5(p) 上 有 wu>p. 据 定 理 8-3-4 知 x> 己 
在 天 成 立 . 因此 Rs"=p. 
再 设 EcX 为 闭 集 目 R;=p. 那么 , 据 定理 9-1-2 、9-1-7 和 
6-2-9 ， 对 每 个 x+eX\E, 有 
ee MLPC NE 中， (3.2) 
故 x e X\ 6(p). 这 里 ef 是 sx 在 集 已 的 扫除 测度 ， 参 看 8 9.1 
( 注意, 扫除 测度 的 存在 见 定理 9-1-2, 该 定理 及 定理 9-1-7 的 证 
明 不 必用 到 本 定理 及 本 章 此 后 的 结论 , 因此 不 会 导致 循环 论证 ). 
从 而 6(p) cE 进一步, C(p)cE. 口 
推论 8-3-8 对 所 有 p,ge PC 有 
CO+9g)= Cw) vy C(q). 
证 了 明 由 引 理 8-3-5 知 CO) v C(9) c CC +9). 另 一 方面 , 若 
令 EE= Clp) UC(q), 则 由 定理 6-2-1 及 8-3-7 得 
Rp =R + R=p+g » 
再 次 应 用 定理 8-3-7 ， 推 出 Cp + q) c Cp)uU C(9). 口 


3， 内 逼 限制 函数 与 位 势 核 


前 面 我 们 已 看 到 ， 缩 减 函数 RE 在 研究 中 起 了 很 大 作用 , 它 
是 在 下 上 优 于 ( 按 正常 序 ) u 的 正 超 和 函数 族 的 下 确 界 . 下 面 为 了 
利用 位 势 的 来 构造 核 ， 进 而 构造 Markov 半 群 与 预 解 式 ， 引 进 所 
谓 内 逼 限制 函数 ps ， 即 一 个 位 势 p e PE 在 XY 的 一 个 子 集 8 的 内 
逼 限制 函数 . 

定义 设 pe PC,B 为 X 的 子 集 . 令 

Ps: = sup{g e PE lq <p, C(q) © BY, 
特别 , 当 B= 6 时 ,ps:= 0. 
显然 ， 当 B=X 时 , pp=p. 
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定理 8-3-9 设 pe PC, 那么 对 X 上 的 Borel 集 8 有 
Pee PO, ps<p 且 Clps)cB. 

证 明 令 G={g es PC1g<p,C(9) cB}. 那么 G 是 一 个 上 定 

向 族 . 事实 上 , 设 Ageg% 令 
gq =f+ Rg - 门 . 
显然 g>f 且 g>g; 而 且 据 定理 6-1-8 之 (3) 的 证 明 过 程 知 R(g - /) 
Ee PC 上 且 RG - /)<g. 故 由 推论 8-3-8 知 
C(R(g ~ 门 )cCG@)， 
从 而 
C(q)=C NCRE - 门 c<COU)vCC)cB. 
因为 
p-g=p-f- Re-N))=w-f)- RE-N/)-_-e)), 

其 中 p - fp - gePC. 故 p - ge PC, 即 g<xp, 从 而 ge G. 

故 由 引 理 8-3-6 知 pp e PC 上 且 ps<p. 

下 证 Ca) < B. 对 每 个 geg, 显然 R?,，> R=g, 从 而 R2 > 
Pa 因 pse PC, 故 R= pg. 由 定理 8-3-7 知 Clps) cB. 口 

注 类 似 证 明 的 最 后 一 段 , 可 推出 : 设 4 为 的 闭 子 集 ， 
CPC. 车 p:= supV ePC 上 且 对 每 个 g eV 有 Cg)c4, 则 Clp) ch. 

推论 8-3-10 在 定理 的 条 件 下 ， 

ps= sup{ps| 忆 为 闭 集 旦 EcB}. 

证 明 对 9e 多 显然 有 9g<pc. 其 余 显然 . 口 

由 定义 及 上 述 结论 , 易 推出 一 系列 结果 , 今 罗列 于 下 , 建议 
读者 把 它们 作为 练习 补充 完整 . 

命题 8-3-11 设 pePC, B, ,Bn(ne N) 都 是 XX 的 Bore!l 子 集 . 

(1) 若 pi, pre PC 使 得 p1<p，pi<p 且 C1) cz)= 纪 则 


Ptps p; 
(2) 对 针 的 每 一 个 开 集 U 有 ，C(p - pv)cX\U; 从 而 
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put px\u=p; 
进一步 ,对 每 个 Bore! 集 B8 都 有 
pstpx\s=P: 
更 一 般 地 ,车 BE=@, 则 ppt+pg= pgvB; 
(3) ps= inf{ pylV 为 包含 B 的 开 集 }; 
(4) pp= sup{px| 天 为 如 的 紧 子 集 }; 
(5) 车 {B,} 是 一 个 增加 集 列 月 B=B,, 则 
pa= sup{ pe, [n € N}; 
(6) 若 BM5(p)=@, 则 psp=0; 
(7) 5(p) 是 细 闭 的 Borel 集 上 且 P ww,,= 0;p 是 严格 位 势 当 且 仅 
当 565(p)=XX 口 
定理 8-3-12 ”对 每 个 pe PC ,映射 V : (x, B) ps 是 X 上 
的 一 个 核 且 满足 
al Vvi=p; 
b) 对 每 个 有 界 的 、 正 的 Borel 函数 f, 有 VfePE 且 
C(Vf) © S(7). 
核 V 是 由 条 件 (1),(2) 唯 一 确定 的 ， 称 V 为 关于 p 的 位 势 核 . 
证 阴 ” 先 验证 V 是 核 . 对 8 e B(X)，ps 是 连续 的 位 势 ， 故 
为 Borel 可 测 . 对 x e XX, 若 用 4 表示 BCO 上 的 集 函 数 : BF> pa(x) 
由 命题 8-3-11(2) 知 ， 
Palx) + pxra(x) = p(x) = pxx). 即 
A(B)+ 4(X\B)= (NX). 
再 由 同一 命题 之 (2),(5) 知 4 是 X 上 的 一 个 测度 ， 故 V 是 核 . 
VIl=VIlx =px =p. 
若 f 是 一 个 有 界 的 Borel 函数 , 先 考虑 了 为 阶梯 函数 . 由 定理 
8-3-9 知 VfePC. 且 
C(Vf) © S(7), V+ VU- /=Hflp: 
从 而 可 由 引 理 8-3-6 及 定理 8-3-9 之 注 推出 b) 成 立 . 
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再 证 唯一 性 . 设 W 为 X 上 的 核 ， 满 足 条 件 a), b); 又 设 B e 
B(X). 那么 ， 
Wils= sup {Wlx|K 为 B8 的 紧 子 集 } 
gsup{qg E PCIC(g9) © B,q <p}=p. 
把 B8 换 成 8 的 余 集 XX\B ,就 得 到 ，Wlxs<px\s. 因 W 是 核 且 
满足 条 件 ah， 
Wlp+ Wlxw= Wl =p=ps+px\w. 
因此 ，Wils=ps ， 这 说 明 W=V. 口 
推论 8-3-13 对 任意 p,g € PE ,a, Pe[0, %) 及 Be B(X) 
有 
(ap+Bq)s= apst+PBqs ; 
对 所 有 pe PC 及 4, Be B(X) 有 (p4)a=pars. 口 
注 ”定理 8-3-12 中 位 势 核 的 直观 背景 是 : 在 RY(N> 3) 的 经 
上 典 位 势 论 中 ,位 势 p : 
xb lx -yp dly) 
所 对 应 的 核 pp (x) 为 


CBD Jalx - yp "dy). 


§ 8.4 调和 空间 的 子 Markov 半 群 


本 节 假 定 XX 是 具有 可 数 基 的 P 调 和 空间 . 

本 节 的 目的 是 构造 一 个 子 Markov 半 群 P 使 得 P 超 过 函数 全 
体 Ep 与 正 超 调 和 函数 全 体 % 等 同 (参看 定理 8-1-2). 因为 这 个 半 
群 具有 一 些 特性 , 保证 了 构造 一 个 强 Markor 过 程 (具有 连续 轨道 ) 
成 为 可 能 . 这 样 一 来 , 调和 空间 的 位 势 论 与 Hunt 的 位 势 论 就 可 
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以 通过 建立 二 者 之 间 的 一 些 关 健 性 概念 的 对 应 而 密切 联系 起 来 . 
下 面 建立 的 对 应 是 借助 于 一 个 有 界 的 、 连 续 的 严格 位 势 来 构造 一 
个 半 群 ,其实 有 关 的 结果 可 以 适用 更 一 般 的 情形 . 

下 面 讲 到 一 个 函数 /时 , 若 未 指明 定义 域 , 和 皆 是 上 的 函数 . 
用 简化 的 记号 {f> 0} 代 替 {x e XX|f (x) > 0} ,其 余 类 似 . 


1， 位 势 核 产生 的 预 解 族 


引 理 8-4-1 设 Y 是 具有 可 数 基 的 局 数 紧 Hausdorff 空 间 ， 
V 是 了 上 的 子 Markov 预 解 族 ， 其 位 势 V:=Vo 是 有 界 核 . 那么 ， 
V 上 中 位 函数 全 体 Ey 满足 

Ev={ g| 存在 BC0 中 的 增加 列 芒 } 使 得 {V 万 收敛 于 8. 

证 明 由 定理 8-2-12 知 , 对 每 个 fs Bu'CO0 有 Vs Ev; 而 
且 当 Bu CO 中 存在 单调 增加 列 芒 } 使 得 {V 万 收敛 于 g , 则 g e Ev. 

下 面 考虑 反 过 来 的 情形 . 取 一 个 geB*(X%) 使 得 g> 0 且 Vg < 
o. 那么 , 对 每 个 a> 0 及 fe BO0, 在 {Vg =0} 上 有 Vaf=0, 这 
因为 对 任意 me N, 有 

0g Vafg Vf/=sup Vlinf( mg, f)) <sup mV8. 
现 设 s e Ey . 那么 s =sup aVas ,从 而 在 {Vg = 0} 上 s = 0. 令 
5n = inf{n, s, nVg}, 那么 { sw } 是 Sv 中 的 一 个 增加 列 使 得 s = sup 
sm ,于 是 ， 对 每 个 neN 有 
NVnSn < (PH+1)Vnrlsn 
(nt1) Vn smi 


Smss, 
且 Sup nVnsn > sup sup nV sm 
» 和 


=sup nVns=s 
" 
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因此 fn Vas } 单 调 增收 敛 于 s . 

对 每 个 ne N, 令 矿 :=ngsn ~ nVnsn). 因 V 有 界 ,由 预 解 方 
程 推出 Vf=nVnsn. 故 V 矿 单调 上 升 收敛 于 . 口 

定理 8-4-2” 设 1e UW,p 为 X 上 的 有 界 连续 位 势 , 则 存在 
唯一 的 子 Markov 预 解 族 V 使 得 

EvcH,cSy H Vol=p; 
其 中 Vo 是 关于 pp 的 位 势 核 ; Ey 表示 V 上 中 位 函数 全 体 , Sv 表示 
V 超过 函数 全 体 . 

证 明 设 V= Vo 为 关于 p 的 位 势 核 . 下 面 先 证 ,每 一 个 veUs 
都 是 V 强 函数 . 为 此 ， 取 定 一 个 xe WU, 假定 fe BC 使 得 VF<z 
在 {f> 0} 上 成 立 . 又 设 天 为 {fF> 0} 的 紧 子 集 , 于 是 flx<f*, 从 
而 在 {ff>0} 上 有 V4Y1D<Vf'<Vf'+u. 因为 

q=V(f/1ir enPe, C(IqcKHA VI +ue,., 
故 由 定理 8-3-7 推 出 g< Vf-+ u. 因此 Vf*<Vf+ wu 即 Vfs<u. 
这 说 明 wu 是 V 强 函 数 . 特别 ,，1eX ,也 是 V 强 函 数 ， 即 有 界 核 V 
满足 完全 极 大 值 原理 . 于 是 由 定理 8-2-18， 存在 唯一 的 子 Markov 
预 解 族 V:= (Vo)aso 使 得 Vo= V. 据 定理 8-3-12, Vol= V1=p. 

据 定理 8-3-12 , V(Bw CO) c PC, 再 由 引 理 8-4-1 知 Eyc YW. 
再 设 we WU , a >0, 那么 对 每 个 ne N , 有 界 函 数 := inf{u, n}e 
UW, 是 一 个 V 强 函 数 , 故 由 引 理 8-2-14 知 QVa wu < wu , 故 aVau 
<u. 这 说 明 x 是 上 中 位 函数 . 从 而 ，U: c Sv. 

再 证 预 解 族 的 唯一 性 , 设 U:= (Uw)a>o 是 XY 上 的 一 个 预 解 族 ， 
满足 Euc Wc Su 且 Uol=p. 我 们 要 证 U = V. 据 定理 8-2-18, 只 
要 证 U:= Uo= V 即 可 . 

设 fe Bo'(x), 再 由 引 理 8-4-1 知 Ufe Eu, 因而 Ufe WUW,. 类 
似 地 UA- 有) e UW. 因 

UF+ UUM- f= UMAD= Ap, 
这 说 明 Uf e PC. 若 u e WY 使 得 在 /的 支柱 上 有 wu> UF 由 
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定理 8-2-13 知 x> Uf. 再 由 定理 8-3-7 知 C(Uf) c S(f). 据 定理 
8-3-12, U 就 是 p 的 位 势 核 V， 口 

定理 8-4-3 设 1e ZN.V 是 定理 8-4-1 中 所 述 的 .有 界 连 续 
位 势 p 所 对 应 的 预 解 族 . 那么 

(1)XY 上 每 个 有 界 连 续 的 严格 位 势 9 满足 : 

Mv {x EXIu=u)} = {xe XIg=g}=6(p). 

其 中 4 取 遍 NW ; w', q' 的 定义 见 定理 8-2-12 . 从 而 6 (p) 是 细 闭 集 且 
为 Borel 集 . 

(2) Ev = 当 县 仅 当 5(p) = 天 或 等 价 地 ， 疡 是 严格 位 势 . 

证 明 设 x e6(p), 由 上 一 定理 ，PC c Sy, 又 由 定理 8-2-12， 
从 PC 到 [0, m) 的 映射 (函数 )7 : 

gD g (7):= supa QVa g(x) = lima yo QVa g(x) 
是 可 加 的 , 正 齐 次 的 , 单调 增加 的 ， 故 由 定理 2-6-13, 存在 XY 上 
的 测度 + 使 得 T(g) = jg dz 对 每 个 g e PC 成立. 显然 ,对 每 个 
g e PC 有 fg dr< g(x). 由 定理 8-2-12 及 上 一 定理 ，p=V1 e Ev, 
故 
fpdr=supaaVe VI(x) = ViICD = pn . 
因 xe5(p), 故 += 6&. 这 表明 对 每 个 g e PC 都 成 立 : 
Supa QVa g(x) = g(x) . 
因为 每 个 x e U， 都 可 以 表 成 连续 的 位 势 组 成 的 单调 增加 列 的 极 
限 (定理 8-3-3 或 推论 5-4-2), 故 
Supa QVa u(x) = u(x). 

这 就 证 得 了 5(p) c {w= w}c{q'=9}, 其 中 g 是 严格 位 势 . 

下 证 反 向 包含 关系 . 设 x efqg= 9}. 邻 v:=&,4 是 XY 上 的 测 
度 满足 1(p) =v( pp) < o 且 对 每 个 g e PC 都 有 4 (g) < v(g). 我 们 要 
证 4= vw 从 而 xe5(p). 

据 定理 8-3-12, 对 feBb*(X), 有 Vf VNf~ 有) e PE, 从 而 
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L(VA) Sv (VA) 且 ACVGHNI- fs rN A). 
因为 V1=p 及 nu(p)=v(p), 故 4(V/)=v(VA). 因为 
QVaq= V(a (gq - QVag)), 
故 特别 有 
H(QaVag)=v( aVag), 
从 而 
4H(q')=v(q9)=v(g), 
上 面 后 一 个 等 式 成 立 是 由 于 x e{g'= 9} 而 v=e:. 
另 一 方面 ， 因 为 qe Wc Sy, 故 
4(q')<u(9) < v(9). 
因而 4w(g)= v(4). 由 于 9 是 严格 位 势 , 故 wk =v. 

又 ,由 定理 8-2-12 , q'e Ev . 由 上 一 定理 , Ex cK, . 故 每 个 
9' 与 4 都 是 细 连 续 的 、Borel 函数 , 故 5 (p) = {9'= 9} 为 细 闭 的 
Borel 集 . 总 之 ， 结 论 (1) 成 立 . 

下 证 结论 (2). 因为 5(p) 是 使 得 对 所 有 zx e U, 都 有 wu '(x) = u(x) 
的 所 有 x e XX 组 成 的 ， 故 第 一 个 等 价 关 系 成 立 . 而 且 由 上 一 段 论 
证 知 ， 当 g '=g 处 处 成 立 , 即 5(p)=X 时 , 则 pp 是 严格 位 势 . 反之 ， 
车 p 是 严格 位 势 ， 当 然 有 6(p)=XX. 口 

注 定理 8-4-2 与 8-4-3 关于 1 e W, 的 假定 并 不 是 实质 性 的 
限制 . 事实 上 , 对 于 未 作 此 限制 的 同一 类 型 调和 空间 XX 必 存 在 
一 个 连续 的 严格 正 的 函数 (甚至 是 位 势 )f 如 $ 4.1 附 注 所 述 那 样 ， 


令 W:={ 子 |ue ZW }, 考虑 空间 (X,W), 它 将 具有 相同 的 细 拓 扑 
及 相应 的 缩减 函数 ，P e PC 也 与 相应 的 空间 中 的 了 具有 相同 的 
细 支 柱 5 (p); 且 通过 适当 选取 /可 使 为 (YX, 2 ) 中 的 有 界 位 势 . 
这 两 个 定理 的 结论 在 (% 2/) 中 都 相应 成 立 . 因此 ， 可 以 认为 定理 
8-4-3 已 证 明 : 对 任意 p e PC ，5 (p) 是 细 闭 集 且 为 Borel 集 . 同 
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样 ,下 一 定理 在 没有 限制 1 es %W， 的 同类 空间 中 也 成 立 , 口 
这 个 定理 关于 5 (p) 的 特征 可 对 缩减 函数 给 出 一 个 描述 : 对 任 
意 取 定 的 pe PC ,任意 x e UW 在 5(p) 的 缩减 函数 仍 在 Uh. 
定理 8-4-4 设 pePC，ueU, 仿 
F :={ ge PC1g<u 月 存在 实数 w> 0 使 得 9 < ap}. 
那么 2 是 上 定向 集 上 且 sup F= Re?. 
证 明 设 fgeF, 则 g:=R(sup{f;g})e PC 而 且 
sup{, 8} Sg <u. 
设 @B>0 使 得 /< ap,g<Bp, 那么 
gq= Rtg - inf {f, 8}) <f+ g < (a+Pp. 
这 说 明 F 是 上 定向 集 . 若 geF, a>0 使 得 g< ap, 则 
6(g) C6(ap)= 6(p). 
故 由 定理 8-3-7 知 ，R&sw> RSW=g .从 而 
RS?) > sup F. 
下 证 反 向 不 等 式 , 由 上 一 注 , 不 失 一 般 性 可 假定 1e, 且 p 有 
界 , 于 是 由 定理 8-4-3, 六 上 存在 一 个 预 解 族 (Vo)。 > 。 使 得 V:=Vo 
是 p 的 位 势 核 . 对 ne N, 令 w=inf{wu,n}, 那么 
nVn ln < Un SU, NVn un=nV(un ~ nVn un) € PE 
且 nVnun <nVn=np, 
即 nV ure F， 对 每 个 ne N 成 立 . 据 定理 8-4-3, 在 6(p) 上 有 
Supn mVn Un = 4 » 
故 在 6(p) 上 有 supF=w. 因 F 是 上 定向 族 , 故 sup F eH ,从 而 
supF2R™. OO 


2， 预 解 族 对 应 的 Markov 半 群 
引 理 8-4-5 设 7 是 一 个 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 
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V:= (Va )a >o 是 了 Y 上 的 子 Markov 预 解 族 ， 车 存在 一 个 函数 锥 G 
使 得 Evc Z(G) < Sv, 则 存在 唯一 的 、X 上 的 子 Markov 半 群 P:= 
(PD) 1>o 使 得 V 是 P 的 预 解 族 而 且 对 每 个 g e Z(P)， 映射 try P,9 
是 右 连续 的 . 

证 明 利用 关于 Laplace 变换 的 Bernstem 定理 , 以 及 Laplece 
变换 的 唯一 性 来 确定 所 需 的 半 群 时 ， 由 于 证 明 过 程 繁 锁 且 无 须 
使 用 与 位 势 论 的 有 关 工 具 , 故 未 详 述 . 请 有 兴趣 的 读者 参阅 文献 
[6] 或 [10]. 

定理 8-4-6 ” 设 (X, 为 调和 空间 , 1 € WU, .p 是 X 上 有 界 的 、 
连续 的 、 严 格 位 势 . 那么 存在 唯一 的 、 居 上 的 、 右 连续 的 子 
Markov 半 群 P: = (P), >o。 使 关于 P 的 超过 函数 锥 Ep 等 同 于 正 超 
调和 函数 锥 YU， 而 用 P 的 位 势 核 V ( 即 P 的 预 解 族 V 的 位 势 核 
Vo ) 就 是 关于 有 界 位 势 p 的 位 势 核 ，V1 =p. 

证 明 据 定 理 8-4-2，8-4-3 ,存在 唯一 的 、 针 上 的 子 Markov 
预 解 族 V 使 得 Ev= U, c Sv 而 且 V 的 位 势 核 V 就 是 关于 pp 的 位 
势 核 . 它 是 一 个 有 界 核 . 注意 到 PC 是 XX 上 连续 位 势 全 体 , 因 了 X 
具 可 数 基 , 每 个 ue U, 都 可 以 表示 成 PCE 中 一 个 单调 增加 列 的 极 
限 , 即 U, = Z(PC). 故 引 理 8-4-5 条 件 满足 ， 从 而 存在 唯一 的 YX 上 
子 Markov 半 群 P: = (P),>o, 使 得 V 是 P 的 预 解 族 且 对 每 个 g e 
PC, 映射 thy P, 9 为 右 连 续 的 . 

由 于 每 个 fs KX) 可 以 用 P。 - P。 中 的 函数 列 来 通 近 , 故 上 
述 Markov 半 群 P 是 ( 弱 ) 右 连续 的 . 口 

注 上 一 定理 可 推广 到 比 调和 空间 更 为 一 般 的 扫除 空间 
(XW) ( 见 第 十 二 章 ) 上 去 , 而 且 可 要 求 相 应 的 子 Markov 半 群 P:= 
(PD).>o 满 足 : 对 每 个 :>0 有 

P(PO) c PC ; 

P,(KCO) c Cv(X)(X 上 有 和 界 连续 函数 空间 ); 

PCze0) c Czd10 ={g e CO0| 存在 fe PE 使 得 |g| < 了/}. 
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第 九 章 ”测度 的 扫除 与 位 势 的 细 支 柱 


在 各 种 形式 的 位 势 论 中 , 测度 的 扫除 始终 是 主要 的 研究 内 
容 之 一 . 历史 上 , 在 经 典 位 势 论 中 , 为 了 解 Dirichlet 问题 ， 
Poincare 给 出 了 有 重要 意义 的 , 后 来 以 他 名 字 命 名 的 扫除 法 ; 而 
后 Cartan H 用 泛 函 为 工具 来 证 明 测 度 扫 除 的 存在 与 唯一 性 . 自从 
Brelot M 利用 缩减 函数 来 定义 上 调和 函数 的 扫除 以 后 , 在 调和 空 
间 , 甚至 是 更 一 般 位 势 论 空间 ， 比 如 扫除 空间 等 , 就 可 以 用 缩减 
函数 和 扫除 函数 作 工 具 来 研究 测度 的 扫除 . 

为 叙述 简便 ， 本 章 设 := (X, 幼 是 P 调和 空间 . 

继续 采用 第 八 章 $ 8.3 的 记号 ， 如 : PC 表示 天 上 所 有 实 值 
连续 位 势 组 成 的 凸 难 ，MM'::= M'C0 表 示 居 上 的 测度 全 体 . 

P.:={ pe PC| 存在 XX 的 紧 子 集 K 使 得 p 在 X\KK 调 和 }; 

人 A:={J4 Ee MN'| 每 个 pe P, 关 于 4 可 积 }. 

我 们 知道 ， A 是 一 个 凸 锥 ; 每 个 具有 紧 支柱 的 测度 都 属于 
人. 对 任何 je MK', 如 果 存在 一 个 取 严格 正 值 的 、X 上 的 超 调 和 
函数 x 关 于 /可 积 , 则 je A, 另外 ， 由 定理 5-4-1, 车 f 为 P 调 
和 空间 上 的 、 具 紧 支 柱 的 、 正 的 连续 消 数 , 则 Rf P。 


§ 9. 1 测度 扫除 的 一 般 性 质 


引 理 9-1-1 设 pe PCE. 令 
Q:={g e PC| 存在 X 的 紧 集 KK 使 得 g=p 在 X\K 成 立 }. 
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那么 Qs 是 一 个 下 定向 集 且 下 确 界 为 0 ( 便 等 于 0). 

证 明 若 g,w e Qp, 显然 inf{g,w}e Q,, 故 Qp 为 下 定向 集 . 
同时 Qs= Qs. 任 取 /fe KC) 使 得 f 取 值 于 实 区 间 [0, 1]. 那么 , 对 
任意 的 ge Q。, 缩减 函数 := R((1 - /)g) 属于 Q 且 s<g; 而 
且 s 在 集 {x eX|f(x)= 蕊 的 内 部 调和 ( 见 定理 5-3-2) 因为 X 有 一 
个 由 相对 紧 可 解 集 构成 的 拓扑 基 ， 当 我 们 对 所 有 上 述 形式 的 了 作 
了 同样 考虑 之 后 , 由 Perron 定理 (定理 5-1-6) 可 推出 , Q, 的 下 确 界 
函数 是 调和 的 . 又 因为 它 是 位 势 p 的 下 属 ， 故 恒 等 于 0. 口 

定理 9-1-2 对 任意 je A, 任意 4 cX, 人 中 存在 唯一 的 测 
度 , 记 作 /1 ,使 得 下 式 对 每 个 pe PC 都 成 立 . 

Jean4 = Jan QD) 

证 明 ”将 调和 空间 的 基地 XX 看 作 定理 2-6-10 中 的 了 , Pp, 看 作 
其 中 的 3 . 据 定理 5-4-13 ，P, 满足 引 理 条 件 . 

用 表示 从 Po 到 [0, %) 的 映射 

pp [iw dy， 

由 $ 6.2 知 9 满足 定理 2-6-10 的 条 件 a 、b 和 c. 因为 对 每 
个 pe P. 都 有 p(p) < jp dp 由 引 理 9-1-1 知 条 件 d) 也 满足 . 

于 是 由 定理 2-6-10 知 ，XX 上 有 唯一 的 测度 w 4 使 得 对 任意 
pe Ps 都 有 下 式 成 立 : 

Jp dn’= 9p)= [Re dp. (1.2) 

现 设 Ps PE, 记 2 := {se Pe|s <p}. Q,p 仍 表示 引 理 9-1-1 所 
说 的 位 势 族 . 对 ge Qr 显然 有 

sRp -qe2 有 8 psgt+Rp - gq). 
故 

局 < 有 + < Re + sup{ RAlte 2}. 
由 引 理 9-1-1 有 
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inf{R4 19e Qp}j=0， 
故 得 到 R4= sup{ 及 41g e 2} 

对 于 2 中 任意 两 个 函数 9 9 由 于 R(sup{q', 0) e 2 ( 见 定 
理 5-3-2), 它 是 9 与 9 的 上 界 , 所 以 2 是 上 定向 集 . 因为 p 是 2 
的 上 确 界 函数 ， 故 由 (1.2) 推 出 

jpau4 = supy ja du4 =supy JR dy= J ay, 
其 中 上 确 界 是 让 9 跑 遍 2 取 的 . 口 

定义 对 任意 As 人 及 无 的 任意 子 集 4 , (1.1) 式 定义 的 测度 
44 称 为 六 在 4 上 的 扫除 测度 . 

显然 4*=j;Vh veA,(U+Y)4=HU4+v4. 

推论 9-1-3 设 4cBc 有 名 那么 对 任何 je A 及 XY 上 的 任何 
正 的 超 调和 函数 u 都 有 

fuax < ja. 

证 明 因为 {p e 21p< 雪 是 一 个 上 定向 集 且 以 x 为 上 确 界 
函数 ( 见 推论 5-4-2)， 可 由 定理 9-1-2 直接 推出 结论 . 口 

推论 9-1-4 设 x 是 无 上 的 正 的 超 调 和 函数 ,ke A ,而 4C 尤 
那么 

uans JR dy. 
车 XY 具有 可 数 基 , 则 上 式 等 号 成 立即 有 
和 au4= |R dp. 

证 明 第 一 结论 的 证 明 与 上 一 推论 相同 . 由 于 当 X 具 可 数 基 
时 , 由 推论 5-4-2 ，P. 中 有 增加 列 收敛 于 x ， 由 定理 9-1-2 直接 
推出 等 式 成 立 . 口 

注 9-1-5 这 一 推论 若 无 假设 万 具有 可 数 基 这 条 件 ， 等 号 可 
能 不 成 立 ( 见 练习 § 7-4-9 之 4) 和 5)) . 

推论 9-1-6 设 X 具 有 可 数 基 , 4 c 多 xe 对， 那么 XX\{ x} 
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中 的 每 一 个 极 集 都 是 a4 := (2J” 零 测 集 . 
证 明 设 8 是 XY\{x} 的 一 个 极 集 . 因为 工具 有 可 数 基 , 由 可 
解 性 公理 (§ 4.1)，X 是 o 紧 的 . 据 推论 7-1-7， 
Rs =0, 
据 定理 6-2-9, 存在 忒 上 一 个 正 的 超 调和 函数 w ， 它 在 x 取 有 限 


人 uade4= RA (x) sua<a， 
从 而 8 是 a4 零 测 集 . 口 

定理 9-1-7 设 U 是 XX 的 子 集 4 的 内 部 , 测度 jeA， 如 果 
XX\ =0, 则 j=; 如 果 pj(U) =0, 则 ph 的 支柱 包含 于 
a4. 因此 风 的 扫除 测度 pl 的 支柱 包含 于 及， 

证 明 先 考 虑 4(KY\ IUD = 0 的 情形 ,对 任意 p,qg e P。, 首先 
假定 p - ge KCO, 则 

Je -var =j(RL -Radp=jo -gdp 
这 因为 在 U 上 p= 外 4 ,g= 衣 .因为 KOO (P, - Po) 在 KG 
中 稠密 (定理 5-4-13),， 故 pl = 人、 

再 设 1(U)=0. 选取 p,g e P 使 得 g <p，p - ge KO 且 
使 得 p - 9 的 支柱 天 与 04 不 交 , 设 x 是 七 上 的 正 的 超 调和 函 
数 且 在 4 上 有 w>g 成 立 . 由 于 在 U 上 取 p 的 值 ,而 在 XY\(UN 放 
上 等 于 inf{p, w} 的 函数 是 正 的 超 调 和 函数 且 在 4 上 等 于 p, 故 在 
X\U 上 有 RR! 人 <u. 

因为 w 是 任意 的 , 故 在 X\U 上 有 

RB =e, 
从 而 
Jo -oat= Rs -Re)dn=0. 
再 次 利用 定理 5-4-13 推出 w 的 支柱 含 于 84. 
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对 任意 4 Ee A, 令 m= HU ，A:=Alu , 因 4= 和 + 几 ， 且 
A = 宇 a 

由 上 述 讨论 知 UL 的 支柱 含 于 UU64. 口 

定理 9-1-8 ( Brelot M) 设 4 为 X 的 子 集 , 那么 对 任何 取 定 
的 fe K(X), 函数 g : xhy es(f) 是 世上 细 连 续 的 Borel 函数 而 
且 在 X\4 调和 , 目 对 任意 we A 满足 

HV)= Jety) dnl) 

证 明 设 po e P. 使 得 po 在 f 的 支柱 上 取 严 格 正 值 . 由 定理 

5-4-13， 对 任意 自然 数 n, 存在 pw 9,e Ps 使 得 
|f -mv - ol <2p pn - gs K(X). 
令 w:= 及 4 - 康 4 .那么 , 对 任意 x eX 都 有 
1at) -REG RLSIF-(p, - gdet < 
故 {v,} 在 XX 的 任意 紧 集 上 一 致 收敛 于 g. 因为 w 是 世上 的 细 连 
细 的 Borel 函数 且 在 YY \4 调和 (定理 6-2-6), 故 g 具有 同样 性 质 . 
据 Lebesgue 控 收 敛 定理 ,g 是 y 可 积 的 且 有 
Jean = tim (RL -Rd 
=lim jp ~ qn) d/l =ffay. O 

定理 9-1-9(Herve M-Bauer H) XX 的 子 集 4 是 极 集 当 且 仅 当 
对 每 个 ue 人 有 =0. 

证 明 ”车 4 为 极 集 . 则 对 所 有 pe 恩 恒 成 立 玉 4 = 0 . 故 
由 (1.2) 式 推出 上 4 =0. 反之 , 设 44=0 对 每 个 Le 人 成 立 . 任 取 
一 个 相对 紧 开 集 于 并 取 一 个 pe Ps, 使 得 p 在 所 上 取 严 格 正 值 . 
记忆 := 上 lw 则 对 xe XX 有 

wR Aw sRAG)= fpds’ =0. 
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因为 所 是 任意 的 , 故 4 为 极 集 . 口 
注 . 这 定理 说 明 极 集 关 于 测度 的 扫除 具有 绝对 零 测 性 . 
定理 9-1-10 (Brelot M-Constantinescu C) 了 的 子 集 4 在 x e 
XX 瘦 当 且 仅 当 a # cx， 
证 明 设 4 在 xe 久 瘦 . 由 定理 7-2-2, 存在 则 存在 p e Ps 使 
得 
R (x) <p), 
由 定理 9-1-2 知 ， 
Jpades =R A #p0)= Jpdes:, 
从 而 64 6. 
反之 , 若 ef < 上 er,， 则 存在 pe Ps 使 得 
Rh A200)= Jpade # fp dae:=p0%), 
故 4 在 x 瘦 (定理 7-2-2 ) . 口 
推论 9-1-11 对 无 的 任意 开 集 了 及 任何 x e 6V，x 是 ;的 
正则 边界 点 当 且 仅 当 exY = ex. 
证 明 由 定理 7-2-10 及 本 定理 直接 推出 . 口 
定理 9-1-12 对 次 的 任意 开 集 斑 及 任何 xs 有 
el = ， 
其 中 ju 是 调和 测度 ( 见 § 4.1). 
证 明 ”由 定理 5-4-15, VV 是 可 解 集 . 对 p e PC, 由 定理 6-2- 
9, 引 理 6-2-10 推出 ， 
RV (x)=RY (x)=H’ (x). 
故 对 任何 p,qg e P. ， 当 p - ge KOD 时 有 
ep- 9=H 0- Ho)=pp - 9), 
再 由 定理 5-4-13 推出 ex = 路. 口 
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注 上 一 定理 在 经 典 位 势 论 中 曾 由 ch.de la Vallee Poussin 
及 Frostmnan O. 等 人 证 得 . 
定理 9-1-13 ” 设 4、B 为 X 的 子 集 , 那么 对 任意 Le 人 有 
Lscp4 + 3. 
证 明 ”选取 p,q es P. 使 得 g <p 且 p - ge KW). 由 定理 
6-2-12 知 有 43s 让 43,， 且 


pp ~ = JRA RA)dp 
= [CR -RI)+(RS -Re)-(Rt Re)ldp 
sup -D+ up- gq). 

再 由 P. - P. 在 KC0 中 的 稠密 性 (定理 5-4-13) 推出 结论 . 口 


§ 9.2 扫除 的 细 性 质 


本 节 要 揭示 测度 的 扫除 与 细 拓 扑 之 间 的 联系 . 为 了 叙述 简 
便 ，§ 9.2 ~ 9.4 均 设 X= (6 2 是 具有 可 数 基 的 让 调和 空间 . 

定义 对 天 的 子 集 4, 用 b(4) 表 示 4 在 该 处 不 瘦 的 点 x e 区 
全 体 之 集 , 或 等 价 地 ，b(4) = {x eX| s4= ex}( 参 看 定理 9-1-10). 
b(4) 称 为 集 4 的 基 . 若 b(4) = 4, 则 称 4 是 基本 集 或 基本 的 . 

定理 9-2-1 设 4,B 为 XX 的 子 集 , 则 

a) 4 的 细 内 部 4oftc b(4) cA; 

b) 当 4 cB 时 b(4) cb(B), 对 一 般 的 4,8 有 

b(A4UB) = b(4) vb(B). 

证 明 因 4 在 细 内 部 不 着 , 在 4 的 外 点 必 瘦 ( 据 瘦 的 定义 ), 
故 a) 成 立 . 

由 定义 , 当 4 cB8 时 显然 有 bd4) c bB) 成 立 , 从 而 
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由 定义 ， 当 4 cB 时 显然 有 b(4) c b(B) 成 立 ， 从 而 
bt) wb(B) c bw B). 
若 xe b(4) 且 x g b(B8)， 则 集 4 与 8 同时 在 x 瘦 , 据 定理 7-2-3 ， 
AUB 也 在 x 瘦 ， 从 而 x g b(4UB), 故 b(4)Jb(8) > b(4uB). 从 而 
结论 b 也 成 立 . 口 
定理 9-2-2 设 4 为 尤 的 子 集 ，P e PC 为 严格 实 位 势 ， 则 
(1) b= {x eXIR 0 =p0)); 
(2) b(4) 是 细 闭 的 Gs 型 集 目 4 \ b(4) 是 半 极 集 . 
证 明 由 推论 9-1-4 ， 对 每 个 gePC 有 
2!(9) =R{(x) < g(x) = a(g9). 
因为 p 为 X 上 的 严格 实 位 势 ， 若 a (p)= p(x)， 则 a4= &. 故 
b(4)= {x eX|e! (p)= p(x)} 
= {x eXIR/C)=p0)} 
= {x eXIR (x) > p(x)} 
= 和 2 {x eXIR (x) > p(x) - 2 


那么 由 下 式 及 p 的 连续 性 、 衣 4 的 下 半 连 续 性 和 细 连 续 性 推出 结 
论 (1) 及 (2) 的 第 一 部 分 成 立 . 因 
A\b(A)={ x € AIR (x) <plx)}, 

由 推论 7-2-9 知 , 4 \b(A) 是 半 极 集 . 口 

推论 9-2-3 XX 的 任意 开 集 UU 的 非 正则 边界 点 全 体 是 一 个 K。 
型 集 且 为 半 极 集 . 

证 明 由 上 一 定理 , (X\ U) \b(X\ 忆 ) 是 半 极 集 月 为 Ko 型 集 ， 
据 定理 7-2-10 ， 它 正 是 以 的 非 正则 边界 点 全 体 . 口 

注 9-2-4 ”上述 结论 在 具 可 数 基 的 S 调和 空间 也 是 对 的 . 口 

引 理 9-2-S ” 设 4 为 X 的 子 集 ，wu 为 X 上 正 的 超 调 和 函数 ， 
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那么 对 XX 的 任何 子 集 B, 当 4 c Bc 有 A4( 4 的 细 闭 包 ) 时 恒 有 
R2 = RA. 

证 明 设 v 是 正 的 超 调 和 函数 在 4 上 有 v>wu , 则 由 于 与 v 
的 细 连 续 性 , 在 了 上, 特别 在 B 上 有 v>u. 再 由 缩减 函数 的 定义 
推出 结果 . 口 

定理 9-2-6 对 对 的 每 个 子 集 4 ， 有 4b(4)= 有 A. 特别 , 每 
个 Borel 集 的 细 闭 包 与 每 个 细 开 集 的 细 闭 包 都 是 Borel 可 测 集 ， 
针 上 的 每 个 细 连 续 的 数值 函数 是 Borel 可 测 的 . 车 G 是 细 开 集 ， 
则 b(G) 是 基本 集 . 

证 明 设 pe PC 是 严格 位 势 ， 由 上 一 引 理 , 在 4 上 有 下 式 
成 立 ，R4= Ry = p. 另 一 方面 ， 由 定理 6-2-9 的 附注 及 定理 9-2- 
2 之 (1) 知 , 在 X\( Ub(4) 上 有 RA= 记 <p，, 因此 XAcA4U 
b(A). 机 

反之 , 若 xg 4. 那么 ， 由 定理 7-2-5 ，4 在 x 瘦 ， 从 而 x& 
(4Ub(4)). 所 以 ，4 > (dvbd)) 从 而 ，A =(4Ub(4)). 

现 设 f 是 X 上 细 连 续 的 实 值 函数 . 任意 取 定 实数 a , 则 对 每 
个 自然 数 n 有 


{fz2a cra- lycht/a- 1) 
nm nm 
cb({f22 -Lc{f2a -1), 
n n 
于 是 
{fza)}= Mi bl/za -2), 


据 定理 9-2-2 ， 上 式 右边 每 个 参加 交 运 算 的 集 都 是 Gs 型 集 ， 所 
以 {f> 四 是 Borel 集 . 由 此 推出 /是 Borel 可 测 的 . 
最 后 , 若 G 是 细 开 集 ， 那么 由 基 的 定义 ， G c b(G) < 
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b(b(G)); 另 一 方面 ， 因 为 HG) 是 细 闭 集 ， 据 上 述 结果 ， 
b(b(G))Jb(G) = b(G). 故 bb(O) = b(G). 即 b(G) 是 基本 集 . 口 
定理 9-2-7 对 久 的 任意 子 集 4 ,存在 一 个 包含 4 的 细 闭 集 
A'， 它 是 Gs 型 集 且 对 每 个 we A 有 
HA4=AL4 . 
特别 ， 对 每 个 reX 有 ，E4 = E4 ; 对 每 个 ueU 有 ，R4= RR4. 
证 明 设 pe PC 是 严格 位 势 ， 注 意 到 
R/=inf{qePlg<sp 且 在 4 上 4g=p}. 
据 Choquet 引 理 ( 定理 1-4-7 ) 知 , 存在 一 列 单调 减 的 位 势 列 { Pn} 
使 得 ^limv 玫 = 枣 4 令 


4=mofxeXl 2 


Px) < pn(%)} 


n+l 
那么 显然 有 
4=mR fxe Xl) < p(x)}, 
因此 4' 是 Gs 型 集 且 为 细 闭 集 . 由 于 


4c 水 且 R4<2tLp 
n 


对 任意 自然 数 都 成 立 ， 故 
Rs < Re < imn pn= RA. 
于 是 ， 据 定理 9-1-2, 对 任意 x e XX 有 ， 
Jpas’=Re (=R = Jpdet <o. 
又 由 定理 9-1-3 知 
fudet < Judes 
对 每 个 正 的 超 调和 数 x 成 立 , 于 是 由 严格 位 势 的 定义 知 , et = ?4 . 
设 4eA ， 那么 对 任意 fe KCO 有 
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(定理 9-1-8) . 因此 j=p“. 口 

推论 9-2-8 ”每 一 个 完全 瘦 集 必 包 含 于 一 个 Gs 型 的 完全 瘦 
集 之 中 . 每 个 半 极 集 必 包 含 于 一 个 半 极 的 Borel 集 之 中 . 

证 明 设 4 是 完全 瘦 ，A' 如 定理 所 述 ,那么 对 任意 xe 系 有 

E4=E4zEx ， 
故 4' 在 x 瘦 ( 定 理 9-1-10). 由 x 的 任意 性 推出 4' 完全 瘦 . 由 
此 及 半 极 集 的 定义 推出 后 一 个 结论 . 口 

下 一 定理 精确 化 了 定理 9-1-7. 

定理 9-2-9 (Brelot M- Herve R M -Constantinescu C) “对 区 
的 任意 子 集 4 及 任意 ws A ，X\4 的 细 内 部 是 w4 零 内 测 ( 度 ) 
集 . 特别 , 当 4 是 Borel 集 时 ，X\4 的 细 内 部 为 kw4 零 测 集 ， 即 
44 的 质量 集中 在 或 称 细 支 撑 是 ) 4 的 细 闭 包 . 

证 明 设 KK 是 包含 于 XX\4 的 细 内 部 的 任 一 紧 集 ，p 是 可 
积 的 、 严 格 实 位 势 (存在 性 由 定理 8-3-2 得 出 ) . 任 取 实数 a> 0. 
据 定 理 6-2-9 ， 存 在 XY 上 的 一 个 正 的 超 调和 函数 v 使 得 v<p 且 
在 4 上 有 v=p， 同时 在 K 上 满足 v< 尺 +e. 于 是 

fyau*=| 有 4 du= du= fpdn4s fpau<w. 
因此 


oshkw - wdu4sjpdu4-jvan4=0. 
故 
ke pdan4 = vdu4 < 人 Rdu4+ eu 
2 是 任意 的 ， 所 以 
kw - Ran4 =0. 
但 由 定理 9-2-2 和 定理 7-2-5 ，p - 及 4 在 天 上 是 严格 正 的 , 因此 
HA40 =0. 当 4 为 Boreil 集 时 ,X\4 的 细 内 部 也 是 Borel 集 ( 定 
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Ht =0. 当 4 为 Borel 集 时 ,X\4 的 细 内 部 也 是 Borel 集 ( 定 
理 9-2-6 ) ， 为 可 测 ， 故 为 y“ 零 测 集 . 口 

推论 9-2-10 设 4 为 X 的 子 集 , 且 在 某 一 点 xe XX\4 瘦 . 则 
el/ ({x}))=0. 

证 明 因为 4 在 x 瘦 , 故 xeX\4 (定理 7-2-5 ) ， 即 {z} 
为 X\4 的 细 内 部 的 紧 子 集 . 口 

引 理 9-2-11 设 4 为 XX 的 Borel 子 集 使 得 4 c b(4), K 是 4 
的 紧 子 集 . 则 对 所 有 p, we PC ， 当 infx w(x) > 0 时 , 存在 一 个 位 
势 ge PE 及 4 的 一 个 紧 子 集 工 使 得 

RISqgsR’ HgqsRi+tw. 
证 明 设 忆 是 大 的 一 个 紧邻 域 且 满足 inffw> 0 . 令 
2 ={g9ePECIR, SqsRIE RE=g} 
那么 2 是 一 个 下 定向 集 且 
inf 2=R*. 

事实 上 , 设 v 是 X 上 的 正 的 超 调 和 函数 昌 在 K 上 有 v>p ,那么 
XX 上 存在 一 个 正 的 连续 函数 /使 得 plk <f< le inf ftw R4}, 所 以 
Rfe 2 且 Rfsv ， 这 就 证 明了 inf 2 = Rs . 另 一 方面 ，2 显然 
是 下 定向 集 . 实际 上 ,对 g, gq'e2 有 inf {9g, gq'}e PCE 且 inf(q,9)> 
Pp 在 K 上 成 立 . 

因此 ， 对 EE 上 的 任 一 测度 入 0 ， 必 存在 g e 2 使 得 

sg) < XR ) + Mw) (2.4) 
且 Rx4=Rx <R4+ , 所 以 若 用 F 表示 函数 族 
{(R; - g+w)lg e2)}, 

在 E 上 的 限制 ， 则 (2.4) 表 明 ， 对 E 上 任意 测度 xz 0 ， 存 在 函数 
Je 7 使 得 MY ) > 0 . 因为 了 是 一 个 由 下 半 连 续 函 数组 成 的 凸 锥 ， 
据 引 理 2-6-14 ， 存 在 严格 正 的 函数 Je F ， 即 存在 一 个 ge 2 使 
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得 
R’ +w>g 
在 E 上 成 立 . 另 一 方面 , 据 定理 6-3-8 及 推论 6-3-7 知 ， 
R44= sup{ R | 下 为 4 的 紧 子 集 }， 
页 存在 一 个 紧 集 L 使 得 在 已 上 有 
Rs +w>g. 
从 而 及 4 +w> RY=g. 口 
引 理 9-2-12 设 { 9q } 是 PC 中 函数 列 ，{4h} 是 单调 减 小 的 万 
的 子 集 列 ，w e PC . 又 设 Bc 4, 使 得 对 每 个 自然 数 n 有 
R < gms Re 及 gnS Re+2™w. 
那么 { q, } 在 万 上 局 部 一 致 收敛 到 一 个 位 势 9 e PC， 而 且 对 每 个 
自然 数 n 有 R=g. 
证 明 因为 R 和 < g,. 由 定理 条 件 知 ， 对 每 个 自然 数 n 有 
0gqn— qnrs2™"w. 
所 以 { q, } 是 单调 减少 的 且 局 部 一 致 收敛 到 一 个 位 势 g e PC . 任 
意 取 定 一 个 自然 数 n ， 则 对 每 个 自然 数 t>n 有 
qrSsqg+Er.2 "w=g+2 tw:=s HBCACA,, 
因此 
qg < qs Re +2 tw 
<R4 +2 wsSRe+3 . 2*w, 
由 上 的 任意 性 推出 R%*=g. 口 
定理 9-2-13 设 4 是 XX 的 子 集 使 得 4 cb(4). 又 设 K 为 4 的 
紧 子 集 , 而 p e PC ， 那么 存在 一 个 位 势 g e PC 使 得 
RIS<Sg<RI 上 且 R4=9. 
证 明 ” 据 定理 9-2-6, 对 每 个 正 的 超 调 和 应 数 w 有 
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并 4 三 凡 太 4 人 =RReC4 a 
所 以 ,我 们 可 用 b(4) 代 替 4. 因此 可 以 假定 4 是 Borei 集 . 设 poe 
PC 是 严格 位 势 . 令 Ko = 天 ，qo=p. 据 引 理 9-2-11 ， 对 每 个 
然 数 n 可 找到 gs PC 及 4 的 紧 子 集 K, 使 得 
KCK Ri"sqgm<R4 及 
gn SR +2™ po, n=0,1,2,3, 
据 上 一 引 理 知 , 单调 减少 的 序列 { q; } 收 敛 于 一 个 位 势 g e PC 且 
满足 R= 9. 因为 在 K, 上 有 gn = qs。， 故 在 K 上 9g =p 成 立 ， 
从 而 R;< gq. 再 由 g<q1< Rh =R4 推 得 g<R4. 口 
推论 9-2-14 对 多 的 任意 子 集 4 ， 当 4 c b(4) 时 ， 对 任意 
pePC 有 
R/ =sup{ qe PC1g sp, RI=qg}. 
证 明 由 定理 9-2-13 及 定理 6-3-8 推出 . 口 
下 面 定理 与 定理 7-2-8 一 块 给 出 半 极 集 的 特性 . 
定理 9-2-15 设 S 是 X 的 半 极 集 , 则 存在 一 个 正 的 上 调和 函 
数 族 使 得 
S={ "infy < inf®}. 
证 明 设 p e PC 是 严格 位 势 ,S = U%B,， 其 中 每 个 B, 是 
完全 瘦 的 . 对 每 个 自然 数 n, 令 
={ 8 EU|g<p 且 在 B, 上 有 g=p}. 
那么 多 非 空 且 inf%= Rp". 故 由 定理 6-2-9 之 注 及 定理 9-2-2 有 
B,= { inf%, <inf®, }. 
令 
P={L le Eh}. 
那么 VcU 且 
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infY=E®, (infg)， “infy=52, 二 (inf 9,), 


从 而 
S=U B= UT {x exX|(infg, )x) < (inf®, ))} 
= {infy < inf?}. 口 

定理 9-2-16 ” 细 拓 扑 是 拟 Lindelof 拓扑 ， 即 对 多 的 每 一 个 细 
开 集 族 { Gij ie 了 }, 存在 1 的 一 个 可 数 子 集 J ,使 得 Uiel Gi\ (WjejG)) 
是 半 极 集 . 

证 明 设 p e PC 是 一 个 严格 位 势 , 定义 Ei:=X\Gi,iel. 
据 Chopuet 引 理 (定理 1-4-7), 存在 1 的 一 个 可 数 子 集 ] 使 得 

^inf 让 =^inf 让 后 ， 
re ie] 
因为 
5:= {x EX} infia Rs, w) <infes Re’ (CO} 
ct Ninfa RE <infaR Ue Rr <RE}, 
由 定理 7-2-8 知 集 8 是 半 极 集 . 如 果 xemyey 万 , 但 存在 i e I 使 得 
Xe 已 那么 由 定理 7-2-5 及 定理 7-2-2, 有 
RE Go <p (x)=inbe RE (x). 
故 xeS. 因此 
ViaG\(VeO)= NeB\ (Neb}) es. 口 

定理 9-2-17 设 5 是 半 极 集 ,p e PC 则 p=0. 

证 明 由 推论 9-2-8, 不 妨 设 8 为 半 极 的 Borel 集 且 可 表示 成 
可 数 个 完全 瘦 的 Gs 型 集 之 并 . 利用 命题 8-3-11 之 (5)， 只 须 对 完 
全 瘦 的 Borel 集 B 证 明 ps= 0 即 可 . 设 K 是 8 的 紧 子 集 . 考虑 凸 
锥 

3F=PC -R PK. 

令 xeX 因 天 完全 瘦 , 故 st#e. 据 定理 8-3-7 和 推论 9-1-4 有 
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Ex(pr) = RE (x)=pxx), 
因此 ex eM(F)( 见 § 8.3 第 2 段 ), 故 Chy X= 儿 . 据 定理 8-3- 
4 知 , 每 个 fe 3 都 是 正 的 , 特别 ，- px>0, 即 px= 0. 从 而 由 命 
题 8-3-11 之 (4) 知 pa= sup{ pr|K 为 8 的 紧 子 集 }= 0， 口 


§ 9. 3 ”扫除 测度 的 收敛 与 聚 点 


仍 用 YW' 表 示 XX 上 的 (Radon) 测度 全 体 . 按 § 2.8 的 定义 ， 
MN 上 的 一 个 测度 网 {jya| a e Q} 浑 收 化 于 1 e NW 当 且 仅 当 , 对 任 
意 fe K(X) 恒 有 He(P) -AD 
定理 9-3-1 设 4 是 天 的 一 个 子 集 , { 4,} 是 一 个 X 的 子 集 列 ， 
x Ee 率 那么 当下 面 两 条 件 之 一 满足 时 {和 } 浑 收敛 于 EL: 
a) {4,} 是 单调 增加 列 且 4 = > 4 
b) {4} 是 单调 减 小 列 , 4 = ,A 并且 (1) 对 4 的 任 一 邻 域 广 
都 存在 某 个 自然 数 n， 使 得 4,c 上 V; 同时 (2) 要 么 
x€b(A4) U(X\A), 
要 么 存在 x 的 一 个 邻 域 访 使 得 
ANMNV=AnNV 
对 每 个 自然 数 n 成立. 
证 了 明 因为 Ps - Pe 在 K(X) 中 稠密 (定理 5-4-13) 且 
ceD)=RAGO ，2D) = 及 4 
对 任 一 pe P. 成 立 ， 我们 只 要 证 明 ， 对 任 一 pe P. 有 下 式 
limR = RA) (3.1) 
成 立即 可 . 于 是 ,对 情形 a), 可 由 定理 6-2-5 推 得 . 下 证 情形 b) 也 
成 立 . 
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如 果 x e b(4)， 由 定理 9-2-2 知 , 对 任意 p < P。 及 任意 自然 

数 n 有 
R=R/ 0)=p0). 

故 (3.1) 式 显然 成 立 . 

若 xeX\4. 设 pe P. 而 po 是 X 上 的 严格 实 位 势 . 任意 取 
定 实数 5> 0. 于 是 , 存在 XX 上 的 一 个 正 的 超 调 和 哨 数 vy, 使 得 v 
在 4 上 与 p 相等 且 满 足 

vo) <R 4) +e. 

(定理 6-2-9). 因为 


G:={y eX|p(y) <v () + epoy)} 
是 包含 4 的 开 集 , 据 题 设 存在 自然 数 m 使 得 G 二 4w . 故 得 


lims 外 友 CD < 让 (x) < v(x) + epolx) 
<R A (x) + epolx) +E， 
因为 是 任意 的 ， 故 (3.1) 成 立 . 
下 设 存在 x 的 一 个 邻 域 了 使 得 4 改 六 = 4 VV 对 每 个 自然 数 
n 成 立 . 对 每 个 自然 数 n， 令 
B=An\V, B=A\Y , C=ANV 
设 p e P。. 据 定理 6-2-12 ， 对 每 个 自然 数 n 有 
RO)+ Re)=R® (+ Re (x), 
RIG)+ Ra Ce)=Ra(x) + RC (x),, 
Roe) sR (xr) SR 0). 
因为 {B,} 单 调 减 收 化 于 B, 而 x e XX\B8, 应 用 上 段 的 结论 得 
lims Rm (x) =R (x). 
从 而 
RIC)+ Ro Ge) lim x)+ lims REC (x) 
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=lim， R(x) + RC) 
=Rs(x) + Re x) 
=R A) + Rc). 


故 (3.1) 成 立 . 
定理 9-3-2 设 4 是 的 Borel 子 集 上 且 包 含 于 多 的 子 集 B 中 . 
那么 , 对 任意 x e X\ [b (B)\b(4)]n 4, 那么 当 限 制 在 4 的 细 闭 包 
有 时 ， E8 < el4 > 
这 定理 启示 我 们 , 虽然 推论 9-1-3 成 立 , 但 不 能 保证 /< /A. 
证 明 ” 先 证 ， 当 限制 于 A\{x} 时 有 ss< s4 . 设 K 是 A\{x} 
的 一 个 紧 子 集 又 设 {K,} 是 天 的 单调 减 小 的 紧邻 域 列 ， 使 得 
天 = 和 >,Kn . 


mm1 


对 每 个 n, 令 
An:=(A4UK)NB , B,:=B\K,. 
据 定理 9-1-13 有 
ee (Rs et (+ est"(K) 
又 据 定 理 9-1-7, se% (K) = 0. 由 上 一 定理 知 , {se } 浑 收敛 于 se ， 
故 
8 (K) < lim supn e4 (K) < e (K). 
若 x & 了 , 那么 上 述 已 证 得 命题 . 下面 假设 x e 4. 如 果 
x e b(4) ， 那 么 
64=62 = ， 
这 时 ， 结 论 自然 成 立 . 下 设 xe 4 \b (4) ,那么 由 推论 9-2-10 得 
e244({x})=0. 
再 由 定理 9-1-13 得 到 
s2 ({x) < el (x}) + ee ({x))= et (x)). 口 
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定理 9-3-3 (Constantinescu C) ”对 巨 的 任意 子 集 4, B 及 任意 


AeA ， 有 
psssup (hl, /内 ， 
这 里 sup {XP} 表示 比 J 与 /A 都 大 的 XX 上 的 最 小 测度 . 
证 明 据 定理 9-2-7 可 不 妨 假定 4, 8 都 是 细 闭 的 Borel 集 . 
设 天 为 b (4) 的 一 个 紧 子 集 . 那么 由 定理 9-1-8 得 
p80 = e403 (K) dp x) 
= et du + ess dp, 
其 中 :=b(4UB)\b(4) ，F:=X\[b(4uUB) b(A)]. 
对 xe EE, 据 定 理 9-1-10 ,有 a43(K)=e(K)=0. 另 一 方 
面 , 对 xe ， 由 上 一 定理 知 
Ef? (Ks el(K). 
因此 
p30 sh et dus fet(l dy 
= (KR) < (sup UL, XK). 
将 K 设 为 4\ b(4B) 的 紧 子 集 时 也 有 辣 样 结论 . 因此 ,同时 限制 
在 b(4) 上 时 有 J^3< sup(U ，JA) .两 测度 同时 限制 于 
A\b(4UB), b(B8) 与 B\b(A4UB) 

这 三 个 集 之 中 的 任 一 个 之 上 时 ， 都 有 同样 不 等 式 成 立 . 由 于 
AUB=b(4) vb(B) vu (4\b(4UB) uv (B\b(A4uB)), 
注意 到 X\(4 v B) 是 A42 零 测 集 (定理 9-2-9), 可 推出 本 定理 的 

结果 . 口 

推论 9-3-4 设 {4,} 是 X 的 子 集 列 ,其 并 集 记 作 4， 并 设 eA . 
如 果 sup{ kw4 | n e N} ( 即 比 每 个 uy^ 都 大 的 最 小 测度 ) 存 在 ， 
则 必 大 于 HL. 

证 明 对 有 限 个 子 集 的 情形 ,可 据 上 述 定理 采用 归纳 法 证 
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之 . 对 于 一 般 的 情形 ,可 由 定理 9-3-1 推出 . 口 

为 了 推广 上 述 结果 , 我 们 考虑 A 的 一 个 子 族 : 

Mzre :={ 4 EM '| 存在 严格 正 的 ge PC 使 得 1(9) <oo }. 
这 里 和- 仍 表示 XX 上 的 测度 全 体 , PE 是 忒 上 的 连续 ( 有 限 ) 位 势 
全 体 , 注意 到 关于 A 的 定义 的 说 明 (本 章 开头 或 §& 8.3) 就 知道 
Mpe CC 人. 对 某 个 取 定 的 je More ， 令 

PD, ={pe PCHP) <%}. 

显然 P, 是 一 个 凸 锥 , 据 定 义 及 定理 8-3-2, 存在 一 个 严格 位 
势 poe D,. 

那么 PD, 是 一 个 函数 锥 (函数 锥 的 定义 见 $ 1.4), 实际 上 ， 由 
More 定义 知 其 中 条 件 Fl 满足 , 由 z > 人 知 F2 满足 ( P. 定 义 见 

§ 8.3) . 为 证 F3 也 成 立 , 考虑 X 的 一 个 由 紧 集 构成 的 穷尽 列 
{Kn}， 使 得 

KCKsc kK, neN 有 ?Ks=X, 
取 定 Ps Pr ,那么 V :={ge Ds | 9 < p} 是 一 个 下 定向 族 , 据 
Choquet 引 理 (定理 1-4-7), 可 选取 VY 中 一 个 单调 减少 列 {p,}, 使 得 
limnpn =0 且 每 个 p, 在 某 个 紧 集 外 等 于 p (参见 § 9.1). 因此 可 不 
妨 假设 , 在 所 上 p<2” 目 4(pr)<2", 于 是 g:=5%p,e PD, 
且 p=o(g)， 即 对 任意 实数 ae>0 ， 存 在 紧 集 K 使 得 

|1PCD1sego)，xeX\ 大 . 

注意 到 , 关于 严格 正 位 势 w 及 每 个 se Po ,inf fs w}e PD, ; 
令 sw:= inf {s , nw}, 那么 {s,} 单 调 增加 收敛 于 s. 

引 理 9-3-5 设 QcPC 是 XX 上 的 一 个 函数 锥 , 0 二 P.; {jol 
ae [是 More 上 的 一 个 点 网 使 得 对 每 个 pe 0 , lima ya (p) 都 存 
在 且 有 限 , 则 存在 唯一 的 ve A 使 得 

lima pop) = v(p) 
对 每 个 pe 2 成 立 . 进一步 , 若 令 
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CQ={s e C00 | 存在 ge 0 使 得 |s|<g}， 
则 对 每 个 fe CQ 都 有 limaya(f)=v(/). 
证 明 ”第 一 个 结论 可 直接 从 定理 2-6-13 得 出 , 对 第 二 个 结论 ， 
只 要 注意 到 CQ 中 的 每 个 正 函 数 s 可 用 K*( 加 中 单调 增加 列 来 副 
近 . 因 |s|1< ge& 0, 泛 函 v 的 延 拓 是 可 能 的 . 口 
定理 9-3-6 设 4 是 X 的 子 集 ,Je Mpe. 假定 下 面 两 条 件 成 


也: 
a) {4y} 是 由 苑 的 子 集 构 成 的 单调 增加 列 且 每 个 如 c 4, 或 单 
调 减少 列 但 每 个 4, > 4 ; 
b) 存在 一 个 严格 位 势 p e P, 使 得 
lm (p) = 44(p) ， (3.2) 
则 对 每 个 fe CP, 有 
lim pf)= 4 0). 
特别 ， 当 {4,} 是 单调 增加 列 且 v= ,dh = 4 时 条 件 b) 自 然 满足 ， 从 
而 有 同样 结论 . 
证 明 据 上 一 引 理 , 存在 ve 人 使 得 对 每 个 fe CP, 有 
lim HY)= v7). 
结合 条 件 b) 说 明 ww4(p) = v(P); 条 件 a) 说 明 9g)<Am(9) ,对 
所 有 4 e PC 成 立 或 v(9 ) > HL (9g) ， 对 所 有 9 es PE 成 立 . 因 p 
是 严格 位 势 ， 故 v= 
当 { 4, } 是 单调 增加 列 且 并 集 为 4 时 , 对 每 个 ge Pp, 有 
lima A" (q ) = lim [Rs dp 
= [Rdu=p4(g) ， 
故 (3.2) 式 成 立 . 口 
推论 9-3-7 设 4 是 X 的 Borel 集 , 则 存在 4 的 一 个 单调 增 
加 的 紧 子 集 列 {K,}, 使 得 对 每 个 je Mps 和 每 个 fe CP， 有 
lim A)= VI)=MY)， 其 中 K:= Uk. 


327 


证 明 ”因为 X 具 有 可 数 拓扑 基 ，Borel 集 为 K- 解 析 集 . 据 定 
理 6-3-8 ， 对 PC 中 的 严格 位 势 p ， 存 在 4 的 一 个 单调 增加 的 紧 
子 集 列 {Kn} 使 得 有 人 =lim 局" 这 说 明 
lim yp)= p40p). 
由 上 一 定理 知 lim “(gq ) = J 人 (gq ) 对 每 个 ge PC 成 立 , 从 而 对 
每 个 g € PC, 
lim yp™(9)=p"(9)=p(q). 
故 对 每 个 fe CP 也 有 类 似 的 式 子 成 立 的 . 口 
定理 9-3-8 ” 若 je Moe 使 得 4 \b(4) 的 外 测度 为 0, 则 存 
在 4 的 开 邻 域 的 单调 减少 列 {z} 使 得 对 每 个 fe Cp, ， 有 
lim wp ”0D=w40D. 
证 明 ” 据 定理 9-2-7 及 定理 9-2-2, 不 妨 设 4 是 Borel 集 . 设 
Pe P 是 严格 位 势 , 据 定理 6-3-12, 存在 4 的 单调 减少 的 开 邻 域 
列 { 太 } 使 得 
tim |R” dp= [Rt dy 
因为 在 b(4)AXX\4) 上 有 R= 衣 t 且 (4 \bA4))=0，, 故 有 
lim HD) = tim | dp= [Re dp= 0). 
从 而 可 由 定理 9-3-6 推出 结果 . 口 
下 面 均 设 4 为 的 子 集 , x, ye 区 我 们 将 研究 : 当 y 趋 于 x 
(以 各 种 形式 ) 时 , sy 的 性 质 . 首先 考虑 x eX\4， 或 x e b(4) 的 简 
单 情形 . 
定理 9-3-9 若 x eX\4， 则 对 每 个 
Je Cpe:= {ge CX)| 存在 se PE 使 得 |g|<s)， 
有 lim et (/)= et (f). 
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证 明 设 pe PC 由 定理 6-2-6 ,让 人 (x) 在 X\4 调 和 , 从 
而 连续 , 故 
limef (p)=limR/ 0)= Rs 0=sxsO) ， 
再 由 引 理 9-3-5 可 得 出 结论 . 口 
定理 9-3-10 ”下面 三 个 命题 等 价 : 
(1) 4 在 x 不 瘦 ; 
C) 对 每 个 fe Cae 有 Im sy (=f0); 
(3) xe 4 (4 的 内 部 ) 或 对 每 个 fe Cpe, 有 
,lim, ,54 1)=/0). 
证 明 (D 之 2) 因 A4 在 x 不 着 , 故 e4 = & ， 从 而 对 每 个 
pePC 有 
pO) =R S00) =liminf R/O) 
<limsup R 4 (7) 
<limsup p(y) = p(x) . 
J 
故 lim ,x ep )=p(x) . 再 利用 引 理 9-3-5 得 出 (2). 
(2) (3) 显然 成 立 ， 
(3) 二 (D 若 re 40 当然 4 在 x 不 瘦 . 所 以 下 设 xe .40 且 对 
每 个 fe Cs 都 有 
slim, ef 1)=f09. 
据 此 ， 考 虑 严格 位 势 p e PC， 由 定理 6-2-9 得 出 ， 
lim, RO)=, lim,, RS 0) = pC). 
因为 在 4 上 有 Rt =p， 故 结合 上 式 推 得 
lim R W)=p (0). 
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即 下 4Ge )=p(x), 故 由 定理 9-2-2 推出 ，4 在 x 不 瘦 . 口 

下 面 考虑 沿 着 无 上 一 个 收敛 于 zx 的 滤 子 环 趋 近 于 x 时 2 
的 性 质 . 回忆 $ 1.1.8 所 介绍 的 有 关 知 识 ，F 收敛 于 x 等 价 于 与 
互相 关联 的 点 网 (yo | c e ID (I 是 一 个 定向 集 ) 收 敛 于 x . 因此 上 
述 问题 可 化 成 考虑 测度 族 A 上 的 网 (ex | a sID 的 性 质 来 研究 . 
不 过 ， 下 面 仍 按 多 数 文献 在 考虑 这 问题 时 的 习惯 , 采用 滤 子 来 叙 
述 , 并 用 “ limr” 或 用 “ lim,, ”表示 当 y 沿 玉 趋 近 于 x 时 的 极 
限 . 

车 正 收 全 于 x,p e PC 且 使 lime 让 4 存在 有限) 则 

R AG) = liming, sR tO) < limeR 4 
< limrp(y)=p (x) ， 
因此 , 存在 某 个 a es [0, 1] 使 得 
limrR /= ap +(l -oR 0). 

上 式 中 的 & 看 去 似 应 与 p 的 选取 有 关 , 但 下 面 定 理 告 诉 我 
们 这 样 的 事实 , a 不 依赖 于 p 的 选取 . 

定理 9-3-11 ( Boboc N-Comea A) 设 4 为 藉 的 子 集 , x 为 丈 
的 一 点 , G 是 XX 上 的 超 滤 子 且 收 敛 于 x, 那么 存在 X 上 的 一 个 测度 
4eA 满足: 

A) 每 个 pe PC 都 是 4 可 积 函 数 且 有 下 式 成 立 

limc R4=)pda. G3) 

左边 的 极限 是 沿 超 滤 子 G 取 的 , 而 且 yr el/ 沿 滤 子 浑 收敛 于 1. 

B) A{x}) e [ef ({x)), 1]; 

O14=A{xDer +[1 - Meet 

证 明 ”用 gq 表示 PC 上 的 实 泛 函 : 


PD lime 让 4. 
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据 定理 5-4-13， 函 数 锥 PC 满足 定理 2-6-10 的 条 件 . 泛 函 9 显然 
满足 该 定理 的 条 件 a b 和 c; 因为 对 任意 p e PC ,pC)<Pp(Co), 由 
引 理 9-1-1 知 @ 也 满足 条 件 d . 故 由 定理 2-6-10 知 , 存在 上 唯 
一 的 测度 4 使 得 
pp)= da 
对 任意 P e PC 成 立 ， 即 本 定理 结论 A) 的 第 二 部 份 已 证 得 . A) 的 
其 余 结 论 可 用 定理 5-4-13 推出 . 
下 面 先 证 C) . 令 c := X({x}). 那么 对 每 个 pe P。，、 有 
CP OO)< jaaspa， 
故 ws<l. 
先 假定 a= 1. 由 上 一 不 等 式 推出 
Jpda=p 
对 每 个 p e PP 成 立 , 从 而 入 = 2 。 (定理 5-4-13). 即 此 时 有 C) 
成 立 . 
再 设 a<1. 令 


k= 10 A-aa). (3.4) 
li-a 


于 是 ,对 每 个 pe P., 有 
Jean= -Joeda-_Lpo 
1 -CC 1-aw 
< 二 ?0- E20=P0. 
因此 , 据 推论 5-4-2, 对 XX 上 任何 正 的 超 调 和 函数 u, 有 
fuqus ux). 
我 们 要 证 , 对 每 个 pe P.,， 有 
Jpan= Jpdat™. 
由 此 可 推出 j=e". 
设 了 是 x 的 一 个 开 邻 域 , 对 任意 y eX, 据 定理 9-1-13, 有 
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4 A AW 
2EySEy +Ey 


于 是 , 对 每 个 fe K'()， 当 f 在 VV 的 闭 包 的 一 个 邻 域 上 的 值 恒 为 
0 时 , 有 
esN) ze Y). 
故 由 定理 9-1-7 及 9-1-8 得 
(L -OM=A0)= timeey OF) <limye ef I)=eY Of). 

设 u 为 X 上 的 正 的 超 调 和 函数 , usp 目 在 4\V 上 有 uwu=p; 

又 设 fe KWO,7s 1 且 在 大 的 闭 包 的 一 个 邻 域 上 太 恒 为 0 ， 则 
0<(1- 四 jw 一 adusjro -de 人 
<jo - de 人 = 六 水 加 - 太 作 o9=0. 

这 里 用 到 了 推论 9-1-4. 因此 


jpdp= fudns fudns uy). 
因为 u 是 任意 的 , 故 由 定理 9-1-2 得 


jpdus RY =ReY Ge) 
< RA (x). 
=jde4o4 
又 因 /与 三 是 任意 的 且 p({x)) = 0, 故 
Jpdus Jpde"™ : 
其 反 向 不 等 式 可 由 定理 9-1-2 定理 6-2-5 推出 . 再 次 应 用 定理 5- 
4-13 得 y= e4 0 ， 代 和 人 (3. 4) 式 就 得 到 C). 
再 证 B). 我 们 已 证 得 Mfxz))<1. 若 4 在 x 不 瘦 , 显然 有 4 
= Ew Eh =Exr. 故 B) 成 立 . 
下 设 4 在 义 瘦 . 设 严 是 一 个 包含 了 {} 的 超 滤 子 ， 那 么 
yy 567 沿 着 超 滤 子 严 浑 收敛 于 =。、 据 结论 C) 有 
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el =ed(zDs+(- el({x)) et}. 


因为 4 在 x 瘦 , 故 4\ {x} 也 在 x 瘦 ， 从 而 由 定理 9-1-2 及 7- 
2-2 存在 一 个 p e P., 使 得 
Jpast™ =R m0) <p0). 


从 而 
et (PD PO- Jpdet™ )+ fpdet" 
=Jpde/=R40) <limeR 4 = |pdx 
= (p= Jp de )+ fpdet, 

于 是 


ef({x) <XM{x). OO 吕 

上 面 这 一 定理 的 重要 性 之 一 , 体现 在 研究 Dirichlet 问题 的 解 
的 边界 性 质 , 下 面 的 推论 就 是 一 个 例证 , 它 在 古典 位 势 论 中 的 相 
应 结果 由 Frostmann O 得 出 . 

推论 9-3-12 设 x 是 蕊 的 开 集 了 的 一 个 边界 点 ,下 是 有 上 收 
敛 于 x 的 一 个 超 滤 子 . 那么 存在 一 个 实数 a e[0, 1] 使 得 对 8/ 上 的 
任何 连续 的 实 函数 矿 当 XX 上 存在 某 个 位 势 p 使 得 |f|<p 在 97 上 
成 立时 , 我 们 有 

XVU{r)) 


limpH’ = af0)+(1 -ofae! 
证 明 ” 设 和 是 定理 所 说 的 测度 , a := X({x}). 据 定理 9-1-2 有 ， 


AWV 


sr = J . 因此, 若 f 具有 紧 支 柱 , 则 由 定理 马上 推出 所 要 的 
结论 . 
设 ge KV,0<g<1，g(x)=1. 那么 在 V 上 有 
Hyus Ss RU - 8) 


fi - ass HD g RQ - oe). 


从 而 


333 


X\((VUtr 
llimeHy ~- af)-(1 -oases | 
<llimriy -a(fg)W+0 -四 jyrgdex vol 


y X\VU{x}) 
+ limr Hyns +(1 -wha -gde: ~ 


<2R47KI - 8))(0). 
因为 |flg <p， 故 inf R(fI(1 - g)Xx)=0, 这 里 下 确 界 是 对 所 有 
满足 条 件 的 函数 g 取 的 . 口 
定理 9-3-13 设 F 是 X 上 收敛 于 x eX 的 滤 子 , ae [0, 1]. 则 
下 面 三 个 命题 等 价 : 
(1) 存在 一 个 严格 位 势 p 满足 
limpR 4 = apl) + (1 - RA); 
(2) 对 每 个 fe Coe ， 
lim, ref ()= (ga +(1 -0) ef Nf); 
(3) limy,r Ea =CEr+(l - oad 
证 明 设 v:=ae:+(1 -Qe4, 又 设 G 是 X 上 的、 包含 
到 的 超 滤 子 . 据 上 一 定理 ,存在 唯一 的 测度 和 ,使 得 
A4=pa+(l -Pp)el 
满足 
limye &y (1)= MO 
对 每 个 fe Cpg 成 立 , 其 中 8 := 和 ({x}) (这 因为 对 每 个 p ePE 都 有 
(3.3] 式 成 立 , 由 引 理 9-3-5 推出 ). 故 
lime €4 = 和 . 
同时 我 们 注意 到 , 当 a < B 时 有 vs 入 而 当 a> 8 时 X<v 因 
此 , 若 (1) 或 (3) 成 立 , 则 v = 入 . 这 说 明 (1) 蕴 涵 (2) 且 (3) 蕴 涵 (2). 反 
之 ， 当 (2) 成 立时 ， 显然 必 有 (1) 及 (3) 成 立 . 口 
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§ 9.4” 极 性 与 瘦 性 公理 ， 基 与 本 性 基 
仍 设 (Ct, 功 为 具 可 数 基 的 了 调和 空间 . 


1， 极 性 公理 


定义 ” 称 (X,%) 满 足 极 性 公理 , 若 天 的 每 个 半 极 集 都 是 极 集 . 
定理 9-4-1 下 面 四 个 命题 等 价 
a) ( 拉 U) 满足 极 性 公理 ; 
b) 对 蕊 的 每 个 子 集 4, 4 \b(4) 是 极 集 ; 
c) 对 艺 的 每 个 子 集 4 及 每 个 He Mpa 1 的 细 支 撑 是 b(4). 
d) 对 天 的 每 个 子 集 4 及 每 个 HU E Mog, 041 = 和 
证 了 明 a) = b) 由 定理 9-2-2 推出 . 
b)=>c) 因为 4 \ b(4) 是 极 集 , 而 了 = 4Ub(4), 所 以 对 每 个 
pePC 有 
Re Ri= Rc RMD + Re = Re 
故 4 “=j 4. 由 定理 9-2-9 知 4 “的 细 支 撑 是 b(4) 的 细 闭 包 ， 即 
b(4) ( 因 b(4) 本 身 是 细 闭 集 ， 见 定理 9-2-2 ). 
9 二 dj) 设 pe PC, 那么 在 b(t4) 上 有 忆 =p, 故 
(uy w= Rady =Jp dn’= pp). 
因 p 是 任意 的 , 故 (1 和) 和 = 
d) => a) 假定 a) 不 成 立 . 则 存在 一 个 完全 瘦 的 集 不 是 极 集 . 
于 是 , 存在 x e XX 使 得 ef# 0 . 设 p e PC 是 严格 位 势 . 因为 
R < 故 
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(es p= Reder<jpdes, 

得 (es xaf ， 即 d) 不 成 立 . 口 

下 面 定 理 的 一 个 应 用 是 ， 为 经 典 位 势 论 提供 一 个 关于 瘦 性 
的 精细 判别 法 . 我 们 已 经 知道 , 在 经 典 位 势 论 中 , 极 性 公理 是 满 
足 的 . 

定理 9-4-2 设 4 是 X 的 子 集 , {x} 是 的 极 集 , 又 设 s>0 是 
连续 的 上 调和 函数 ,. 则 下 述 命 题 等 价 ; 

(a) 4 在 x 不 瘦 ; 

(b) 对 x 的 任意 开 邻 域 已 都 有 RAY (x) = 到 Lo > 0; 

(c) 对 x 的 任意 开 邻 域 了 R4 Co = 局 CD > 0, 其 中 

u=R'=R. 

证 明 a) 一 b) 因 4 在 x 不 瘦 , x 的 邻 域 广 当然 也 在 x 不 瘦 
故 ANV 在 x 不 瘦 ， 从 而 让 mY (x)=s (x)= (x). 

划 之 c) 对 x 的 开 邻 域 上 有 ( 因 在 V 上 w=R'=s) 

R4Y= RAYSR4SR4. 

故 当 b) 成 立时 ， 当 然 有 (c) 成 立 , 

9  a) 设 {J} 是 一 个 单调 减 开 集 列 且 为 x 的 一 个 邻 域 基 ， 
对 每 个 自然 数 n, 令 xD):= Re ， 则 

jr’ aet = umd et= R40) = Re Ce) 

据 引 理 6-2-1， 

Jawidet=lim JR’ dst =R/ (x)>0. 
因为 {x} 是 极 集 , 故 在 X \{x} 上 有 R= 0. 从 而 可 由 上 式 推出 定 
理 ar ({x}) > 0 . 另 一 方面 , 因 { x } 是 极 集 有 a4=a 人 "(定理 9- 
1-9 与 9-1-13 ) 这 时 , 若 x e b(4), 则 x 不 属于 4 \{x} 的 细 闭 包 ， 
据 定理 9-2-9 知 ，ee (fxz)) = 0, 从 而 e4({x}) = 0. 矛盾 ， 因此 
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xeb(4), 即 4 在 x 不 瘦 ， 口 


2.， 本 性 基 与 瘦 性 公理 


定义 设 4 为 X 的 子 集 ,x e 五 . 车 对 x 的 任意 细 邻 域 G， 
A mG 都 不 是 半 极 集 , 就 说 4 在 x 无 半 极 性 ; 否则 , 就 说 是 4 在 x 
具有 半 极 性 . 令 

PB(4):={x e X14 在 x 无 半 极 性 }, 
称 之 为 4 的 本 性 基 . 

从 定义 看 到 , 半 极 性 与 本 性 基 是 局 部 性 质 且 可 立即 推出 : 
(1)B (4) 是 细 闭 集 ;(2) 4 的 内 部 的 细 闭 包 A'c 8 (4) cA4; (3) 若 B 
也 是 多 的 子 集 , 则 B(4 uv B)=pB(4) vB(B). 

定理 9-4-3 ”对 让 的 任 一 子 集 4,， 本 性 基 (4) 是 使 得 其 关于 
4 的 余 集 具有 半 极 性 的 诸 细 闭 集中 最 小 者 ， 即 : 4\ B (4) 是 半 极 集 
且 若 正 是 使 得 4\ 忆 成 为 半 极 集 的 细 闭 集 , 则 8 (4) cc FF. 

特别 , 8(4) c b(4); 当 且 仅 当 4 是 半 极 集 时 有 PC4) = 纪 ， 

证 明 ” 据 定义 

X\pUd)=wvtG1G 是 细 开 集 且 4m G 是 半 极 集 } (4.1) 
据 定理 9-2-16, 存在 一 列 革 的 细 开 集 列 {G,}， 使 得 每 个 4 站 G， 
都 是 半 极 集 且 E:= (X\ (4))\ UnG 也 是 半 极 集 . 因为 
A\P(A) CE (Un(AN Gn)), 
故 4\B(4) 也 是 半 极 集 . 

反之 , 设 下 是 细 闭 集 目 4\F 是 半 极 集 . 那么 X\F 是 细 开 集 
且 4 nn (X\ 由 是 半 极 集 ， 由 (4.0 式 知 天 \ 0 (4) > AN(X \ 中 即 
BA)ET. 

因为 4\b(4) 是 半 极 集 且 b(4) 是 细 闭 集 , 故 BC) c b(4). 其 
余 结论 显然 . 口 
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推论 9-4-4 对 式 的 每 个 子 集 4, p(B(4))=b( P(4))=pB(4). 
特别 , 8(4) 是 基本 集 . 

若 {4,} 是 的 子 集 列 , 4 是 它 的 并 集 , 又 记 4'= np (4n). 则 
P(A)= A =b(4")=B (4A). 

证 明 显然 8(8(4)) cb(B(4)) cB(4). 另 一 方面 ，4\p(4) 
和 B(4)\B(B(4)) 都 是 半 极 集 , 因此 4\B(B (4)) 是 半 极 集 . 因 
B(B (4)) 是 细 闭 的 ， 应 用 定理 9-4-3 知 8(4)c B(B(4)). 所 以 , 二 
者 相等 . 

下 设 4= 4s, 4' = npB(4n). 因 每 个 B(4)c B(4), 故 水 C 
B(4). 又 因 B(4") 是 细 闭 的 , 故 

PB(A) cb(4') cA' cBA). 

同时 , 4 \4' = (4n\ B(4n)), 故 4\4' 是 半 极 集 , 从 而 4\pB(4) 
是 半 极 集 , 推出 8(4)cB(4"). 即 2(4)=B(4). 口 

我 们 看 到 b 与 B 都 是 从 2* 到 2* 的 映射 ,如果 对 区 的 每 个 
子 集 4 都 有 b(4)= PB(4), 则 记 b= 及 对 一 般 的 调和 空间 而 言 , b 
.例如 ,考虑 R' 上 的 位 移 相应 的 位 势 论 , 则 b * 有 ( 见 Bliedtner 
J ,Hansen W[6]) . 但 在 经 典 位 势 论 中 , p= b， 这 因为 有 如 下 命题 : 

定理 9-4-5 在 一 个 了 调和 空间 天 中 , p=b 当 且 仅 当 XX 满足 
瘦 性 公理 ， 即 每 个 半 极 集 是 完全 瘦 的 . 

证 明 =>: 车 EcX 是 半 极 集 , 那么 HB) =pB(B)= 2. 

所 : 设 EcX 那么 半 极 集 E\B(E) 是 完全 瘦 的 , 故 

b(E) © b(E\ B(E)) Vy b(B(E)) = b(B(E)) = BE) cb(E). 

从 而 8 (加 = b(D). 口 

引 理 9-4-6 设 g e PC,E 是 X 的 细 闭 子 集 , 则 下 面 四 个 命题 
等 价 : 

(a) g= ge; 

(b) R=g; 
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(0) Re=9i 

(d) 6(q) cE. 

证 明 设 天 为 8(E) 的 紧 子 集 , 由 定理 8-3-7 知 

qe RE RD; 

又 因为 8:=E\B(B) 是 半 极 集 ， 据 定理 9-2-17 知 pa=0. 若 (a) 

成 立 ，g = 4g5， 据 命题 8-3-11， 
gq = 4E™ IAE)B™ 9AE) 
= sup{ qxrIKK 为 8(E) 的 紧 子 集 } 
< RY <9. 

即 (b) 成 立 . 

假定 命题 (b) 成 立 . 因为 已 是 细 闭 的 , 故 有 B (E) c E ,从 而 
R24)< Ri <9, 推出 (c) 成 立 . 

车 (c) 成 立 , 则 对 每 个 x e 和 X\E 有 65(g) = g(x) 且 sfz# 6&. 
因此 65(q) mm 有 = 人 从 而 6(p) cE 即 d) 成 立 . 

车 dd) 成 立 , 据 命题 8-3-11 之 (5) 及 (2) 知 (a) 成 立 . 口 

注 上 面 c)=> d) 说 明了 , 对 任意 g e PC， 56(q) 是 使 得 R= 
4 成 立 的 最 小 细 闭 集 E， 

下 面 定理 说 明基 本 集 与 本 性 基本 集 是 一 致 的 . 

定理 9-4-7 设 4 是 X 的 子 集 , 则 b(4)=4 当 且 仅 当 B(4)=4. 

证 明 设 4=b(4),p e PC 是 严格 位 势 . 于是， 由 定理 9-2-14 
知 ， 


R/=sup{ ge PC1g sp, RI=4g}. 
A =b(4) 为 细 闭 集 , 再 由 上 一 定理 知 
R/=sup{ qe PC1g <p, RM=qg}= RR. 
因此 b(4) = b(B8 (4)). 由 推论 9-4-4 知 4= DC) . 
反之 , 若 4=pB(4), 则 b(4)=b(B(4))=B(4)=4. 口 
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推论 9-4-8 设 4 是 细 闭 集 ， 则 B(4) 是 满足 Bcb(B) 的 、4 
的 子 集 8B 中 的 最 大 者 . 

证 明 ” 据 定理 9-4-3 、 推 论 9-4-4，B(4) 是 4 的 基本 子 集 . 设 
B 是 4 的 子 集 日 满足 Bc b(B8), 则 b(B) c b(b(B)) c b(B), 据 定 理 
9-4-7 有 P(b( 忆 )= b(B). 故 Bc b(B)= PB(b(B)) cP(b(A)) © BA). 
口 


3， 位 势 细 支 柱 的 特征 


在 § 83 、§ 8.4 及 本 节 上 段 ， 我 们 已 经 研究 过 位 势 细 支 柱 
6(q) 的 一 些 特征 , 例如 , 对 任意 ge PC , 5(p) 是 细 闭 的 Borel 集 ， 
6(q) 是 使 得 R= 9 成 立 的 最 小 细 闭 集 巨 . 现在 用 基 与 基本 集 的 概 
念 来 作 进一步 刻画 . 

引 理 9-4-9 设 { gn} 是 PC 中 的 列 使 得 g := ,qse PC, 则 

6(p) = b(J», 6 (qr). 
特别 , 对 任意 fg e PE 都 有 


60+8)=6(f) U6(g). 
证 了 明 因 gs<g, 由 引 理 8-3-5 知 6(q) Cc 56(q),n e N. 从 而 


E:=b(U ,6(q4n)) © b(5(9)) = 6(9). 
另 一 方面 , 对 每 个 n e N 有 RE = g,. 利用 定理 6-2-5 推出 
Ri =g 和 6(q)c E( 定 理 8-3-7).， 口 
下 一 定理 给 出 细 支 柱 6(9) 在 各 种 意义 下 的 细 特 征 . 
定理 9-4-10 设 pe PEC，x ee 为 则 下 面 四 个 命题 等 价 : 


(a x € 6(p); 
(b) RAY (x) < p(x), 对 < 的 每 个 细 邻 域 成 立 ; 


(c)Pr 汪 supfge PCE19< 户 CG) SF 关 0, 对 x 的 每 个 Borel 
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细 邻 域 了 成 立 . 

(d) pr(C9O#0, 对 x 的 每 个 Borel 细 邻 域 成立. 

证 明 (3a) 二 (b): 设 7 是 xe 5@) 的 一 个 细 邻 域 . 因为 ex &， 
故 RAY (x) <p (x). 

人) 一 (Ga) 人 :=X\6(p) 是 细 开 集 ， RAY = Rin)=p. 

(a) 一 (c) 设 V 是 x 的 细 邻 域 且 为 Borel 集 使 得 py= 0, 那么 5(p) 
=6( pxW) 包 含 于 X\V 的 细 闭 包 , 故 x gg5(p). 

(C0) 过 (a) 上 :=X\6O) 是 细 开 集 ，Py =p -psp)=0. 

(c) 一 (d) 设 了 是 x 的 细 邻 域 上 且 为 Borel 集 使 得 pr Co) = 0. 易 
证 明 , 每 个 吸收 集 ($ 7.4) 是 细 开 的 , 故 {pr= 0} 是 细 开 集 ， 从 而 存 
在 一 个 x 的 紧 细 邻 域 K 使 得 K c {py= 0jm WV 于 是 在 K 上 有 
px<py=0. 因此 px=0. 

(d) 一 (c) 显然 ， 口 

下 面 定理 给 出 基本 集 的 一 个 特征 : 

定理 9-4-11 XX 的 子 集 E 是 基本 集 的 充 要 条 件 是 ， 存在 一 个 
位 势 p e PC 使 得 E = 5(p). 

证 明 ”充分 性 : 设 存在 p e PC ,使 得 E = 5 (p), 由 定理 8- 
4-3 之 注 知 ， 巨 是 细 闭 的 Borel 集 ; 再 由 定理 8-4-4 ,对 任意 ue 
WU，R， EU . 特别， 对 严格 位 势 g, 有 9=Ry = 尺 ， 在 已 成 立 . 
由 定理 9-2-2 得 Ec b(E), 从 而 = b( 刀 ). 即 E 是 基本 集 . 

必要 性 的 证 明 需 用 到 较 复杂 的 工具 , 例如 核 的 收缩 等 概念 与 
性 质 ， 此 处 略 去 . 有 兴趣 读者 可 阅 文 献 [6]. 口 


关于 第 九 章 内 容 的 深化 , 诸如 扫除 的 细 性 质 , 扫除 测度 的 聚 
点 等 的 更 进一步 的 研究 ， 以 及 Martin 边界 理论 的 相应 推广 一 一 
如 极端 表现 测度 等 ， 读 者 可 参见 [6] 和 [10]. 关于 Dirichlet 问题 的 
研究 ， 本 书 将 在 第 十 二 章 扫除 空间 中 简要 介绍 . 
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第 三 篇 现代 位 势 论 概述 


本 篇 是 第 二 篇 所 述 内 容 的 拓 广 与 深化 , 目的 是 使 已 掌握 或 基 
本 了 解 调和 空间 论 的 读者 对 现代 位 势 论 的 发 展 概况 有 一 个 基本 
的 认识 ， 以 便 尽 快 接近 科学 研究 的 前 沿 . 


第 十 章 ”位 势 论 的 发 展 与 近况 


§ 10.1 位 势 论 发 展 简 史 


位 势 论 起 源 于 物理 学 的 万 有 引力 学 说 和 静电 学 . 远 在 1773 
年 ，Lagrange 了 就 注意 到 力 场 是 一 函数 ( 称 为 Newton 1 位 势 ) 的 梯 
度 . 在 三 维 欧 氏 空间 , 一 个 单位 质点 s ,的 引力 场 在 点 x(xz 轧 的 
Newton 位 势 等 于 把 一 个 单位 质点 从 无 穷 远 移 到 点 x 所 做 的 功 ， 
其 值 为 

1 
lz 一 川 
因此 , 一 个 质量 分 布 的 引力 场 在 x 的 Newton 位 势 是 
ym- EA 
1772 年 , Laplace R S 证 明了 , 在 不 分 布 质量 的 地 方 ， 位 势 满 


342 


5 Laplace 方程 . 这 样 , 物理 问题 便 化 为 求解 偏 微 方程 的 数学 


从 18 世纪 到 19 世纪 末 ， 位 势 论 的 研究 限于 N 维 欧 氏 空间 
RX 的 Newton 位 势 (W> 3) 和 对 数位 势 (V = 2)， 即 所 谓 经 典 位 势 论 . 
其 中 心 问 题 之 一 是 古典 Dirichlet 问题 的 求解 . 1823 年 , Poisson S 
D 给 出 了 球 域 的 积分 公式 ; 1828 年 , Green G 对 边界 充分 光滑 的 有 
界 区 域 ， 从 物理 直观 并 借助 于 Green 函数 给 出 了 解 ; 1840 年 ， 
Gauss CF 利用 变 分 法 解 了 平衡 问题 并 得 到 了 Dirichtet 问题 的 新 
解法 . 这 两 个 问题 与 扫除 问题 相关 联 , 它们 被 称 为 位 势 论 三 大 基 
本 问题 . 1855 年 . Dirichlet G L 和 Riemann B 利用 所 谓 Dirichlet 原 
理 给 出 了 解 . 此 外 , 还 有 Poincare H 的 扫除 法 , Schwarz H A 交错 
法 等 . 但 是 , 由 于 缺乏 足够 的 数学 工具 , 这些 解法 是 不 严密 的 ， 
需要 附加 条 件 的 . 

另外 , 在 这 个 时 期 的 主要 成 果 还 有 : 1839 年 Earnshaw E 证明 
了 Dirichlet 解 的 极 值 原理 ; 1850 年 , Rieman 把 位 势 论 与 函数 论 做 
统一 处 理 , 揭示 了 Green 函数 和 位 势 与 保 形 映 射 之 间 的 密切 联系 ; 
1886 年 , Harnack A 建立 Harnack 不 等 式 与 Harnack 收敛 原理 . 此 
外 ， 关于 Neunann K G 问题 及 多 重 调和 函数 的 研究 也 有 不 少 成 
果 . 这 样 一 来 , 到 了 19 世纪 末 , 位 势 论 的 三 个 基本 原理 ， 即 极 小 
值 原 理 , 收敛 性 质 及 Dirichlet 问题 已 基本 建立 , 它 为 现代 位 势 论 
的 发 展 做 了 很 好 的 准备 . 

本 世纪 以 来 ， 由 于 深入 运用 现代 函数 论 、 测 度 和 积分 理论 、 
泛 函 分 析 、 一 般 拓 扑 学 、 抽 象 代数 以 及 现代 概率 论 等 分 支 的 思想 
方法 ， 位 势 论 得 到 了 蓬勃 发 展 ， 开 辟 了 新 的 研究 方向 ,创造 了 新 
的 方法 ， 成 为 分 析 领 域 中 比较 彻底 完成 了 现代 化 变革 的 一 个 分 
支 ， 也 促进 了 其 它 数 学 分 支 的 发 展 . 

本 世纪 初 ,一 个 重要 发 现 是 1909 年 Zarmba S 所 揭示 的 事实 ， 
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“去 心 球体 的 Dirichlet 问题 未 必 可 解 ”. 更 有 深刻 意义 的 不 可 解 
区 域 的 反例 于 1913 年 由 Lebesgue H 利用 所 谓 “ Lebesgue 刺 " 给 
出 , 这 导致 了 对 区 域 边界 不 正则 点 的 研究 和 广义 Dirichlet 问题 的 
提出 . 前 者 由 Kellogg O, Bouligand G 和 WienerN 等 人 完全 解决 ; 
关于 后 者 ， Perron O 于 1923 年 提出 了 关于 一 般 区 域 Dirichlet 问 
题 并 给 出 新 的 解法 ， 经 过 Wiener ( 1925 年 ) ,特别 是 Brelot M 

( 1939 年 ) 的 改进 和 推广 ， 得 到 了 解 的 存在 与 唯一 性 定理 的 一 
般 形式 . 此 外 ， Keldysh M YV 等 人 在 30 年 代 还 研究 了 Dirichlet 
解 的 稳定 性 . 

1925 年 ，RieszF 引进 了 上 (下 ) 调和 函数 的 概念 ， 这 为 位 
势 论 研究 提供 了 新 的 方法 ; Riesz 分 解 定理 建立 了 上 调和 函数 与 
位 势 之 间 的 紧密 联系 ; 而 对 上 调和 函数 连续 性 的 研究 导致 了 细 拓 
扑 概念 的 引入 . 

二 十 年 代 ， Valle6-Poussin 用 现代 观点 改进 并 发 展 了 
Poincar6 扫 除法 ; Frostmann O 发 展 了 Gauss 变 分 法 ， 成 功 解决 
了 紧 集 的 平衡 问题 和 扫除 问题 . 同期 ， 位 势 论 已 推广 到 非 古典 核 
的 情况 ,特别 是 Riesz M 核 ， 它 对 应 于 非 局 部 微分 积分 算 子 ， 已 
不 属于 通常 偏 微分 方程 所 关联 的 位 势 核 了 . 

从 四 十 年 代 起 , 泛 函 分 析 与 拓扑 学 的 方法 系统 引入 位 势 论 并 
使 它 发 展 到 一 个 新 水 平 . 1941 年 ， Cartan H 利用 Hilbert 空间 理 
论 研究 具有 有 限 能 量 的 测度 等 , 得 到 很 大 的 成 功 ; 同年 , Martin R 
S 建立 了 Martin 边界 理论 , 导致 了 关于 正 上 调和 函数 及 理想 边界 
理论 的 深入 研究 ; 1950 年 , Deny J 用 Schwartz 广义 函数 论 解决 了 
完备 化 问题 ， 1955 年 ， Choquet G 建立 了 一 般 容量 理论 及 可 容 
性 定理 , 并 用 紧 凸 集 的 极端 点 理论 改进 了 Martin 定理 的 证 明 . 此 
外 ,对 于 更 一 般 的 空间 (例如 流 形 、LCA 群 ) 和 更 一 般 形式 的 位 势 
核 的 位 势 论 也 有 了 深入 的 探讨 . 
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§ 10.2 现代 位 势 论 研究 的 特点 与 近况 概述 


50 年 代 后 , 位 势 论 迅速 发 展 , 除了 它 越 来 越 广泛 地 与 复 分 析 ， 
拓扑 学 ， 几何 测 度 论 , 调和 分 析 ， 微 分 方程 ， 微 分 几何 , 泛 函 分 
析 等 相 邻 数 学 分 支 相互 结合 ， 相互 渗透 且 发 挥 着 日 益 增加 的 作 
用 外 ， 还 具有 如 下 两 个 显著 特点 : 

其 一 是 ,各 种 公理 体系 的 位 势 论 不 断 建 立 和 完善 . 为 了 
了 统一 处 理 已 有 的 理论 并 加 以 推广 , 使 之 适用 于 一 般 椭圆 和 抛 
物 型 方程 或 随机 过 程 ， 自 五 十 年 代 中 期 起 ，Tautz G，Doob J 
Brelot M, Bauer H, Bony J] M, Constantinesca C 和 Cornea A 等 人 分 
列 给 出 不 同 的 公理 系统 ， 建 立 各 种 形式 的 调和 空间 位 势 论 (最 近 ， 
关于 多 重 调和 空间 的 公理 系统 也 建立 起 来 ); 而 Deny J 等 人 则 从 
能 量 和 Dirichlet 积分 等 概念 出 发 建立 了 称 为 Dirichlet 空 间 的 公理 
理论 , 八 十 年 代 ， H 锥 理论 与 扫除 空间 位 势 论 把 调和 空间 论 的 
发 展 推进 了 一 大 步 ;， 当 今 的 犹 氏 型 (Dirichlet form) 因 其 与 马 氏 过 
程 的 紧密 结合 而 大 大 地 超越 了 Deny 等 人 当年 的 工作 . 与 此 同时 ， 
非 线性 公理 体系 也 逐步 发 展 ， 越 来 越 引 人 注目 . 

其 二 是 , 位 势 论 与 随机 过 程 的 内 在 联系 逐步 深入 研究 , 同时 
促进 了 分 析 与 概率 论 这 两 个 在 40 年 代 前 仍 被 视 为 互 不 相干 的 数 
学 领域 的 发 展 . 40 年 代 中 期 , Kakutani S, Kac M 和 Doob J 等 人 先 
后 发 现 经 典 位 势 论 与 Brown 运 动 之 间 存 在 一 种 对 应 关系 . 50 年 代 
起 ，Doob 等 人 为 揭示 二 者 之 间 的 联系 做 了 大 量 工作 ( 见 [11]); 
1957 年 Hunt G A 进一步 推广 到 较 一 般 的 Markov 过 程 ( 亦 称 
Hunt 过 程 ). 从 此 ， 位 势 论 的 基本 概念 获得 了 明确 的 概率 解释 ， 
而 分 析 工 具 又 大 大 促进 了 概率 论 的 发 展 . Martin 边界 被 翻译 成 概 
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率 语言 并 用 于 研究 Markov 过 程 ， 由 于 调和 空间 ， Dirichlet 形式 
( 狄 氏 型 ) 等 各 种 公理 体系 位 势 论 中 都 引入 了 Markov 半 群 ， 因 而 
构造 相关 联 的 Markov 过 程 ， 公 理 位 势 论 使 随机 过 程 的 研究 提高 
到 一 个 新 的 水 平 . 80 年 代 ，Mckean CP 和 Ito S 等 人 在 流 型 上 用 
随机 微分 方程 来 建立 扩散 过 程 ， 提 供 了 用 概率 来 研究 位 势 论 的 
一 种 方法 . 在 Doob， Hunt， Meyer P A ， 钟 开 莱 (Chong K L) 和 
Fukushima M 等 人 一 系列 出 色 工 作 的 基础 上 ，80 年 代 已 形成 了 
“概率 位 势 论 ”这 样 一 个 把 分 析 位 势 论 与 Markov 过 程 论 有 机 地 
结合 在 一 起 的 新 兴 理 论 . 

四 十 年 来 , 位 势 论 的 研究 在 中 国 也 有 很 大 发 展 , 值得 提起 的 
是 ,国内 位 势 论 研究 的 先驱 ,长 期 从 事 这 个 领域 的 科研 与 教学 的 、 
故 厦门 大 学 教授 张 鸣 铺 、 云 南大 学 卫 念 祖 教授 所 做 的 重要 的 贡 
献 ; 王 梓 坤 教授 等 概率 专家 为 发 展 概率 与 位 势 的 联系 所 做 的 杰出 
工作 以 及 马 志明 院士 等 在 狄 氏 型 方面 的 出 色 研 究 . 

关于 近期 位 势 论 研究 状况 ,可 以 说 是 五 彩 缤纷 . 为 便于 初学 
者 有 个 大 体 的 了 解 ， 下 面 分 五 个 方面 来 考察 : 


1， 一 般 核 位 势 论 的 研究 仍 受 重视 


这 里 指 的 是 在 RY 、Riemann 流 形 (包括 曲面 )、Cw 及 其 中 的 
多 圆柱 等 具体 空间 上 关于 一 般 核 ( 单 核 ) 的 位 势 及 相关 联 的 问题 
的 研究 . 这 是 经 典 位 势 论 的 直接 发 展 . 例如 : 

自 1965 年 LandkofL 的 名 著 《 现 代位 势 论 基础 》[32] 问 世 至 
今 , 前 苏联 一 直 有 大 批 学 者 在 从 事 Riesz 位 势 的 研究 ， 成 果 不 断 . 
法 国 Ancona A 等 人 从 1978 年 至 今 对 R” 上 区 域 的 Martin 边界 ， 
Green 函数 (及 其 商 ) 的 边界 性 质 、 Harnack 性 质 等 有 一 系列 创造 
性 工作 ;武汉 大 学 章 逸 平 1986 年 对 边界 的 两 种 瘦 性 作 了 比较 [72]. 
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英国 Armitage D A 与 Gardiner S 等 一 批 学 者 发 表 了 许多 关于 R” 
的 超 平面 等 一 些 特 殊 区 域 上 的 调和 与 上 调和 性 质 ( 包括 平均 值 与 
积分 ) 的 研究 [4]. 

关于 调和 与 上 调和 函数 的 细 边 界 值 与 角形 边界 值 的 研究 曾 
十 分 引入 注目 ， 因 位 势 论 名 家 Doob 研究 了 该 问题 且 提 出 一 些 猜 
想 . 80 年 代 Jerison D S 与 Kenig C E 的 工作 非常 出 色 [31]; 台湾 
黄 俊 雄 也 做 了 许多 重要 的 工作 , 日 本 Mijuta Y 等 人 也 有 不 凡 的 研 
究 ; 厦 门 大 学 高 琪 仁 1986 年 至 1989 年 发 表 的 论文 [13-15] 把 Doob 
与 黄 俊 雄 的 工作 推进 一 步 . 同时 还 有 Kuran U, Schiff JL, Stoll M 
等 人 关于 边界 极限 与 唯一 性 定理 的 研究 . 

从 1974 年 至 1991 年 日 本 Nakai M 与 Tada T 等 关于 与 方程 
Au=Pu 相关 联 的 Martin 边界 与 Picard 原理 做 了 大 量 深入 的 研究 ; 
1983 至 1989 吴 炯 折 的 几 篇 论文 [51-53] 发 展 了 Nakai 等 人 的 工作 ; 
1994 年 高 琪 仁 与 印 瞻 周 又 发 展 了 吴 的 部 分 结果 [46]. Boukricha A 
在 解决 这 一 类 问题 采用 了 高 明 的 方法 ， 从 1979 年 起 发 表 多 篇 不 
凡 的 研究 ， 1995 年 还 与 Hansen W 一 块 就 P 是 较 一 般 测度 的 情 
形 研究 了 有 关 该 方程 的 Picard 原理 与 Martin 边界 [7-8]). Hansen 
W 等 人 还 研究 满足 局 限 平均 值 性 质 的 函数 成 为 调和 函数 的 条 件 
[24]; Kral J 研究 位 势 论 的 算 子 及 位 势 的 逆 问 题 等 , 另 辟 一 块 天 地 
[29]. 

在 1990 年 国际 位 势 论 会 议 上 ,Taylor J C 与 Gowrisankaran K 
分 别 报告 了 《关于 多 圆柱 的 正 谱 底部 的 Martin 紧 致 化 》 与 《 关 
于 多 圆柱 的 非 切 极限 》 的 研究 . 对 于 多 重 调和 函数 的 研究 ， 中 科 
学 院 马 志明 等 学 者 也 做 了 重要 工作 . 

此 外 ,近期 还 有 不 少 关于 位 势 论 在 流体 力学 , 静 力 学 等 方面 
应 用 的 研究 . 


347 


2， 位 势 论 的 公理 系统 不 断 发 展 完善 


(1) 关于 调和 空间 位 势 论 : 1990 年 Netuka I 报 告 了 在 P 空间 
上 研究 Dirichlet 问题 的 边界 行为 的 成 果 , 1991 年 吴 烟 折 与 高 琪 仁 
在 不 用 限制 可 数 基 的 调和 空间 上 研究 了 位 势 延 拓 与 广义 容量 
([50]); 而 后 高 琪 仁 关于 广义 容量 又 有 新 的 成 果 并 研究 了 广义 权 
的 正则 性 等 问题 (17])， 吴 炯 折 、 苑 曙 申 也 从 不 同 角度 探讨 了 广 
义 权 问题 ( 见 [21],[59],[43,45]); 从 70 年 起 对 细 调 和 ， 细 解析 函数 
作出 深入 研究 的 Fuglede B 近年 来 在 调和 空间 之 间 的 调和 映射 方 
面 获得 很 好 的 成 果 [12]; Lukes J 等 学 者 于 1986 年 发 表 了 专著 《 实 
分 析 与 位 势 论 中 的 细 拓 扑 方法 》[36], 近年 来 对 调和 空间 的 细 拓 
扑 又 有 新 的 研究 [30]. 80 年 代 ， 日 本 Maeda F Y 对 调和 空间 上 的 
Dirichlet 积分 有 一 系列 研究 , 并 发 表 了 专著 ([38]). 

(2) 关于 Dirichlet 形式 ( 狄 氏 型 )， 自 1971 年 Fukushima M 
首次 由 局 部 紧 空 间 上 的 正则 狄 氏 型 构造 出 强 Markov 过 程 以 来 ， 
迄今 已 从 Beurling 与 Deny 1959 年 的 、 基 本 上 局 限于 分 析 领 域 的 
Dirichiet 空间 发 展 成 与 Markov 过 程 紧密 结合 的 新 兴 狄 氏 型 理论 ， 
并 反 过 来 对 位 势 论 与 Markov 过 程 的 发 展 促进 作用 ， 同 时 在 相关 
数学 物理 分 支 ， 如 伪 微 分 方程 、 随 机 微分 方程 、Malliavin 算法 ， 
子 力学 、 量 子 场 论 等 领域 得 到 了 应 用 . Albeverio S$ ， 马 志明 与 
Rockner M 从 80 年 末 到 90 年 初 发 表 的 一 系列 论文 [2,3]， 解 决 了 
非 正则 ( 拟 正则 ) 狄 氏 型 与 Markov 过 程 的 联系 . 1995 年 , 马 志明 等 
出 版 了 《 非 对 称 狄 氏 理论 导 引 》[40]. 近年 来 ， 常 有 各 种 形式 的 、 
狄 氏 型 理论 的 专题 国际 性 会 议 或 研讨 会 召开 . 本 书 第 十 三 章 将 
简略 介绍 狄 氏 型 . 

(3) 关于 扫除 空间 与 H 锥 理论 . 它们 都 是 调和 空间 位 势 论 的 
进一步 发 展 . 扫除 空间 由 Bliedtner J 与 Hansen W 提出 来 并 作 了 
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许多 深刻 的 研究 ,他 俩 的 专著 (位 势 论 - 扫除 的 分 析 与 概率 方法 》 
1986 年 出 版 后 在 国际 上 影响 深远 . 近年 来 时 有 这 个 方面 论文 问 
世 . Boboc N 、 Cornea A 和 Bucur G 发 表 了 专著 《位 势 论 中 的 次 
序 与 凸 性 :HH- 锥 》[5]， 是 他 们 从 事 这 个 方向 研究 的 总 结 ， 他 们 
及 他 们 的 学 生 在 这 个 方向 不 断 有 新 的 成 果 发 表 . 本 书 在 十 二 章 
及 $ 13.1 将 分 别 介绍 扫除 空间 及 H 锥 理论 . 

(4) 非 线 性 位 势 论 公理 系统 ， 这 也 是 当前 引信 注目 的 研究 
方向 之 一 . 1987 年 的 国际 位 势 论 会 议 上 ，Laine 1 作 了 《公理 化 非 
线性 系统 》 的 综合 报告 ， 总 结 他 本 人 及 Lindqvist P, Martio O 和 
Lehtola P 等 人 的 工作 ; 1990 年 国际 位 势 论 会 议 上 Bertin E M 等 
人 又 做 了 关于 非 线 性 与 拟 线性 位 势 论 的 专题 研究 报告 ， Lp 位 势 
论 是 较 新 的 一 个 研究 课题 . 1990 年 Adam D R 发 表 了 《 Lp 位 势 
论 方法 与 非 线 性 PDE 》, 瑞典 Hedberg LI 报告 了 《 非 线性 位 势 
论 》. 许多 位 势 论 名 家 都 对 非 线 性 系统 表示 了 很 大 的 兴趣 、1993 
年 Heinonen J, Kilpelainen T 与 Martio O 出 版 了 专著 《关于 退化 
椭圆 方程 的 非 线 性 位 势 论 》. 


3， 函 数论 中 的 位 势 论 起 反哺 作用 


从 函数 论 中 脱胎 出 来 的 现代 位 势 论 反 过 来 用 现 化 的 分 析 工 
具 从 各 方面 来 加 强 函数 论 ， 促 进位 势 论 的 发 展 . 位 势 论 向 函数 论 
供 的 工具 主要 有 两 大 类 : 一 类 是 由 扫除 法 建立 起 来 的 , 关于 调和 
测度 ,平衡 分 布 等 精致 的 存在 定理 和 极 值 定理 ; 另 一 类 是 细 拓 
扑 ，Martin 边界 等 描写 函数 的 边界 行为 的 、 清 晰 的 新 概念 . 

从 20 年 代 Nevanlinna 理论 产生 以 来 ， 位 势 论 方法 在 复 函 数 
值 分 布 理 论 上 的 重要 作用 是 众所周知 的 , 目前 聚 值 理论 , Riemann 
曲面 分 类 理论 等 等 实际 上 已 经 与 位 势 分 不 开 了 . 
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在 研究 共 形 映射 的 存在 性 问题 上 , 位 势 论 方法 比 古典 方法 
优越 也 是 显然 可 见 的 . 由 Green 函数 、 平 衡 位 势 的 存在 定理 直接 
可 以 推出 有 关 的 各 种 标准 的 共 形 映射 的 存在 定理 , 并 且 超 越 了 关 
于 联结 重 数 和 边界 光滑 性 等 等 限制 . 

在 几何 函数 论 的 基本 原理 上 , 用 位 势 论 也 可 以 得 到 深入 得 多 
的 结论 . 例如 ， 用 Schwarz 引 理 或 从 属 原理 只 能 得 到 一 个 单 联 区 
域 的 映射 半径 不 少 于 任何 一 个 子 区 域 的 映射 半径 , 而 两 个 区 域 没 
有 这 种 包含 关系 时 ， 就 没有 有 效 的 方法 来 比较 它们 的 映射 半径 . 
但 是 ， 用 位 势 论 方法 容易 证 明 ， 一 个 包含 原点 O 的 有 界 单 联 区 
域 DD 在 O 点 的 映射 半径 ro 满足 roro* <1, 这 里 ro* 表示 万 的 外 
部 关于 单位 圆 的 对 称 区 域 在 O 点 的 映射 半径 ， 等 号 成 立 除非 D 
是 以 O 为 中 心 的 圆 . 因此 假如 rot > ro。， 那么 ro< 1 ,等 号 成 立 
除非 D 是 开 单 位 圆 . 由 上 述 结论 可 直接 得 到 Koebe 定 理 及 其 推广 . 
这 一 结果 属于 张 鸣 铺 . 

上 调和 函数 和 多 重 调和 函数 在 多 复 变 函数 论 中 的 作用 也 是 
很 明显 的 . 

1985 年 美国 《当代 数学 》 杂 志 以 Riemann 曲面 为 题 介绍 了 
张 鸣 铺 等 中 国学 者 在 Riemann 曲面 位 势 论 方面 所 做 的 工作 [67]. 
其 中 , 张 鸣 铺 的 工作 主要 体现 在 共 形 映射 与 极 大 Riemann 曲面 的 
研究 ; 其 它 方面 的 工作 有 : 理想 边界 ( 吴 炯 析 ); Riemann 曲面 分 
类 理论 ( 印 曙 昧 ); 广义 对 数位 势 ( 张 淘 ); 下 调和 延 拓 ( 获 显 宗 ); 细 
解析 阔 数 与 细 边 界 极限 (高 琪 仁 、 林 勇 ) 等 . 

日 本 许多 学 者 在 Tsuji M 的 重要 著作 《现代 函数 论 中 的 位 势 
论 》 的 推动 下 ， 就 这 一 方向 做 了 许多 很 好 的 工作 . Sakai S 对 求 积 
域 有 深入 研究 ， 

在 拟 共 形 映射 研究 中 越 来 越 多 地 应 用 位 势 论 . 特别 突出 的 
是 1987 年 Drasin D 在 研究 拟 共 形 映射 的 同时 结合 了 位 势 论 的 方 
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法 , 出 色 地 解决 了 Nevanlinna F 的 一 个 猜想 , 在 数学 界 影响 较 大 
73]. 
< 80 年 代 与 90 年 代 初 在 这 个 方面 一 个 十 分 引 人 注 目的 课题 是 
美 籍 华人 吴征 眉 (Wu J M) 以 及 前 苏联 Makorov N G 所 进行 的 关 
于 边界 畸变 、 边 界 密度 与 Green 函数 、 调 和 测度 的 性 质 等 与 共 形 
映射 、 几 何 测度 论 有 关 的 研究 (c.f.[49]，[74]). 在 1990 年 的 国际 
位 势 论 会 上 , 他 们 两 人 都 做 了 长 达 1 小 时 的 特 邀 报告 , 受到 与 会 
者 的 一 致 关注 和 欢迎 . 

1993 年 ,在 加 拿 大 召开 一 个 题 为 《复位 势 论 》 的 数学 
Seminar ,涉及 实 与 复位 势 论 , 复 动力 系统 ， Banach 代数 与 无 限 
维 全 纯 等 专题 . 


4， 概 率 与 分 析 的 结合 发 展 喜 人 


除了 上 述 特点 2 中 谈 及 的 工作 外 ， 1990 年 法 国 Dellachrie C 
和 Mokobodzki G 两 位 很 有 影响 的 概率 位 势 论 专家 分 别 发 表 了 
《 Hunt 过 程 的 非 线 性 模式 》 和 《位 势 论 与 遍历 收敛 定理 》， 对 
这 个 方向 的 发 展 产生 重大 影响 . 

近年 来 ，Taytor ] C ，Ito K， ksendo B 等 人 关于 Brown 
运动 与 扩散 过 程 的 研究 颇 引 人 注目 . 

非 局 部 紧 Abel 群 上 的 位 势 论 的 研究 也 有 新 的 发 展 . 

国内 概率 论 大 家 王 梓 坤 教授 1983 年 发 表 了 专著 《布朗 运动 
与 位 势 》[47]， 他 及 他 的 学 生 们 的 一 系列 出 色 的 工作 对 推进 国内 
在 这 个 方向 的 研究 影响 深远 ; 杨 向 群 对 离散 随机 过 程 的 Martin 
边界 有 深入 研究 ， 并 有 专著 发 表 [65]; 武汉 大 学 有 一 批 学 者 在 这 
个 方向 也 有 很 好 的 工作 , 厦门 大 学 叶 仰 明 、 吴 春 章 也 发 表 了 有 关 
的 研究 ( 见 [66]、[48]). 
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Doob JL 于 1983 年 发 表 了 学 术 水 平 极 高 的 专著 《 Classical 
Potential Theory and its Probabilistic Counterpart 》[11] 已 被 译 成 中 
文 . 

严 加 安 、 何 声 武 等 概率 专家 在 研究 随机 分 析 、 蒜 论 时 也 都 研 
究 了 位 势 论 [64]. 


5， 位 势 论 与 其 它 分 支 相互 促进 


位 势 论 对 度量 拓扑 (metric topology) 的 影响 由 来 已 久 . 点 集 
的 超 限 直径 ， Hausdorff 测度 和 非 整数 维 数 等 等 概念 跟 位 势 论 的 
关系 非常 明显 . Kolmogorov 定义 的 、 函 数 空间 的 灼 概念 是 又 一 
个 例子 . 

由 于 几何 测度 论 的 产生 和 发 展 , 位 势 论 与 同 伦 论 的 关系 也 得 
到 发 展 , 位 势 论 方法 的 应 用 将 在 微分 拓扑 或 流 形 上 的 分 析 取 得 有 
意义 的 进展 . 

由 于 位 势 与 它 的 核 的 关系 可 以 用 Fourier 变换 来 说 明 (参见 
$ 11.1.6 及 § 11.2.2 等 )， 位 势 论 与 调和 分 析 的 关系 目前 越 来 越 
多 地 受到 注意 . 

在 椭圆 型 和 抛物 型 方程 的 研究 中 , 已 相当 广泛 地 采用 位 势 
论 方法 , 各 种 理想 边界 的 概念 已 常 被 应 用 . 1990 年 国际 位 势 论 会 
上 ,美国 Kenig CE 的 特 邀 报告 《 非 光滑 系数 椭圆 方程 的 Dirichlet 
问题 与 Neumann 问题 》 及 会 上 Hansen W 等 人 关于 Schrodinger 
方程 ( 算 子 ) 的 论文 都 集中 探讨 了 位 势 论 . 

其 他 ， 近 来 关于 Sobolev 空间 ， Hilbert 空间 ， Hardy 空间 ， 
一 般 线性 拓扑 空间 ,关于 积分 方程 和 其 他 算 子 (如 Helmholty 算 子 ) 
的 研究 都 有 许多 与 位 势 论 相 结合 的 内 容 . 1996 年 , Adams D A 
与 Hedberg 合 著 出 版 了 《函数 空间 与 位 势 论 》, 给 出 了 泛 函 , 位 
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势 论 与 方程 三 者 一 体 的 研究 , 影响 之 大 远 远 超出 这 三 个 领域 . 


总 之 , 从 当前 位 势 论 的 发 展 趋势 来 看 , 今后 , 它 与 相 邻 数学 
分 支 的 相互 渗透 和 结合 必 将 进一步 深入 , 这 将 导致 此 前 有 关 领 域 
的 一 些 猜想 与 难题 的 解决 ; 公理 系统 , 特别 是 非 线性 公理 系统 将 
有 新 的 突破 ; 位 势 与 概率 的 结合 有 广阔 的 前 景 , 它 将 大 大 超过 当 
前 的 范围 . 
国内 杰出 的 函数 论 、 位 势 论 专家 一 已 故 张 鸣 鲁 数 授 1979 年 
曾 对 位 势 论 与 函数 论 的 关系 做 了 一 个 展望 . 他 认为 “应 该 看 到 位 
势 论 面临 的 新 的 重大 任务 . ” 

“位 势 是 向 场 的 不 定 积分 ,在 一 维 的 情况 下 ， 不定 积 分 跟 定 
积分 的 概念 是 一 致 的 , 关于 它 的 存在 和 各 种 性 质 在 实 函 数 中 已 
有 充分 的 讨论 . 但 在 高 维 的 情况 , 向 量 场 的 不 定 积分 的 存在 要 求 
向 量 场 的 外 微分 等 于 0, 在 二 维 的 情况 ,一 个 向 量 场 有 自己 的 对 偶 
向 量 场 , 一 个 外 微分 与 反 外 微分 都 等 于 0 的 向 量 场 叫做 调和 场 . 
它 的 位 势 就 是 原 调和 场 的 位 势 的 共 思 调 和 函数 ， Riemann 就 是 
通过 这 个 事实 把 函数 论 与 位 势 论 联系 在 一 起 . 

“在 N( N >3) 维 的 情况 , 仍 有 向 量 场 的 对 偶 和 调和 向 量 场 
的 概念 . 并 已 建立 了 多 重 向 量 场 的 初步 理论 系统 ， 留 数 定理 也 推 
广 到 它 上 面 去 了 . 但 至 今 尚未 有 人 把 扫除 法 等 推广 到 多 重 向 量 
位 势 上 去 , 也 还 没有 人 利用 扫除 法 所 建立 的 Green 多 重 向 量 场 来 


“ Riemann 的 思想 为 建立 单 值 化 定理 开辟 了 道路 ,这 个 单 值 
化 定理 实际 上 是 二 维 流 形 拓扑 学 的 基本 定理 , 高 维 流 形 的 拓扑 学 
的 基本 定理 是 否 也 应 该 用 类 似 方法 建立 ? Riemann 函数 论 的 观 
点 是 否 是 以 启发 我 们 建立 一 门 新 的 同调 分 析 呢 ?” 张 先生 说 ,“ 希 
望 不 久 能 看 到 这 个 问题 的 解答 .” 
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张 先生 已 不 幸 去 世 十 余年 , 但 他 的 话 仍然 没有 过 时 , 我 们 希 
望 这 些 话 能 给 后 来 人 带 来 一 种 启迪 和 激励 . 


限于 本 人 的 学 识 水 平 及 手头 的 资料 , 上 面 概述 难免 主观 片面 
和 错误 ， 引 用 文献 或 介绍 有 关 结 果 的 朴 漏 也 是 自然 的 . 尽管 如 
此 ， 为 了 让 读者 了 解 一 个 概况 (不 要 求全 面 和 高 准确 度 )， 达 到 抛 
砖 引 玉 的 目的 ， 作 者 认为 作 这 样 的 一 介绍 还 是 很 有 必要 的 . 至 于 
缺点 方面 , 欢迎 专家 行家 们 批评 指正 ; 并 请 求 各 方 的 理解 和 谅解 . 
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第 十 一 章 “” 单 核 位 势 论 


本 章 主要 介绍 一 般 核 的 位 势 论 (§ 11.1 一 7), 同时 简略 叙述 
广义 函数 核 (8 11.6) 与 LCA 群 上 测度 核 的 位 势 论 (11.8). 它们 都 
是 由 某 个 取 定 的 简单 而 具体 的 核 ( 单 核 ) 出 发 来 定义 位 势 并 研究 
关于 该 核 的 位 势 论 性 质 . 这 区 别 于 调和 空间 的 所 谓 “ 无 核 位 势 ” 
( 抽象 核 位 势 ) ， 这 种 单 核 也 异 于 扫除 空间 的 多 核 ( “调和 核 
系 ”一 一 不 同意 义 下 的 核 ) 及 随机 过 程 的 核 族 ( 如 子 Markov 半 
群 或 预 解 族 ) ，( 参看 § 8.2 的 例子 和 8 8.3 的 注 与 例子 . ) 

设 (Q, 3) 是 一 个 可 测 空间 , K(x, y) 是 从 Q x Q 到 [-%, om] 
的 3 可 测 函 数 , / 是 (Q, 3) 上 的 带 符号 测度 . 若 对 每 个 x e Q, 积 
分 Kx,y) dp 0 有 意义 , 则 记 之 为 Ur:= Ur (K; 9 且 称 为 4 的 
以 K 为 一 般 核 的 一 般 位 势 . 通常 考虑 Q 为 局 部 紧 的 Hausdorff 空 
间 , 核 玉 为 从 Q x Q 到 (-%, o] 的 下 半 连 续 函 数 , / 为 带 符 号 的 
Radon 测度 ( 当 J > 0 时 称 为 Radon 测度 ， 简 称 测 度 )，U“ 在 Q 
的 一 个 稠密 子 集 上 取 有 限 值 . 为 叙述 简便 ,以 下 若 无 特别 申明 均 
作 此 假定 . 

显然 ， 当 核 K 不 同时 所 得 位 势 一 般 说 来 具有 不 同性 质 , 车 
K(x, y) > 0 在 Q x Q 恒 成 立 , 称 大 为 正 核 ; 若 “K(x, y):= Kly, x) 
恒 成 立 , 则 称 “K 为 天 的 转 置 核 ; 当 “K=K 时 , 称 为 对 称 核 ; 当 
Q 为 Abel 群 而 核 玉 满足 K(x, y) = Klx - 7 时 , 称 天 为 平移 不 变 
核 ; 若 对 任何 具有 紧 支 柱 (Compact support) 的 测度 4， 能 量 

Id:= {| Kx, yap (dp 0) 20, 

则 称 天 为 正定 核 , 若 上 式 等 号 成 立 仅 当 A= 0, 则 说 天 是 严格 正 
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定 核 或 满足 能 量 原理 . 具体 地 ， 当 Q 为 RY(N>2), 

Klx, = - MW"(0<a<N) 
称 为 a- 核 或 Riesz 核 . 它 是 一 个 正 的 、 对 称 的 、 平 移 不 变 的 严格 
正定 核 , a- 核 的 位 势 常 记 作 U*, 称 为 a -位 势 或 Riesz 位 势 . 当 N 
> 3, a =2 时 , a -位 势 就 是 Newton 位 势 ; 而 当 N=2 时 ， 

Klx, y):=- loglx ~ y| 

为 对 数 核 ,其 位 势 U* 就 是 对 数位 势 ， 它 在 一 定 的 意义 下 可 看 成 
Q -位 势 当 a-> 0 时 的 极限 . Newton 位 势 与 对 数位 势 合 称 为 经 典 位 
势 . 它们 与 Laplace 方程 有 直接 联系 ; 而 一 般 的 ag- 位 势 则 联系 于 
非 局 部 的 微分 积分 算 子 . 


§ 11.1 一 般 核 位 势 论 的 基本 原理 


对 一 种 固定 的 核 K， 常 考虑 其 对 应 的 位 势 U*= UA(K; x) 是 否 
满足 下 述 一 些 称 为 原理 的 基本 性 质 . 若 对 任意 带 符号 测度 4Xv 

(1) U* 限于 j 的 支柱 supp(W) 为 连续 ( 指 有 限 连续 即 实 连续 ， 
下 同 ) 荀 涵 在 Q 为 连续 ， 则 称 天 满足 连续 性 原理 ; 

(2) U < M (〈 1 为 实 常数 ) 在 suppU4 成 立 蕴涵 同一 不 等 式 
在 @Q 成 立 ， 则 称 天 满足 第 一 极 大 值 原理 ; 

(3) 若 存在 常数 c := c(K) > 0 使 得 在 U4< M 在 supp() 成 立 
蕴涵 U*<c M 在 Q 成 立 , 则 称 大 满足 广义 极 大 值 原理 . 

(4) 若 凡 < U’ 在 supp(j) 成 立 昔 涵 该 不 等 式 在 Q 成 立 , 则 
称 及 满足 第 二 极 大 值 原 理 或 控制 原理 . 

(5) 若 对 任何 满足 IdA] < wo ( 即 能 量 有 限 ) 的 测度 /与 乞 
Ur= 在 supp(/) w supp( 六 似乎 处 处 成 立 蕴 涵 j= 4， 则 称 
满足 唯一 性 原理 ; 
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(6) 若 对 任意 测度 4 4 ， 存 在 测度 v 使 得 
U'() = min{U’(x), U(x)}, xe Q 

则 称 天 满足 下 包 络 原理 . 

此 外 , 除 上 述 的 六 个 原理 和 (7) 能 量 原理 外 ,还 有 (8) 弱 平衡 原 
理 、(9) 平 衡 原 理 和 “(10) 扫 除 原 理 ( 见 后 ). 在 一 定 条 件 下 ， 一 些 
原理 之 间 有 蕴涵 > 或 等 价 > 关系 . 下 面 用 “ 甲 由 乙 ” 表 示 甲 
原理 成 立 蕴涵 乙 原理 成 立 且 存在 满足 乙 原 理 而 不 满足 甲 原理 的 
例子 ,那么 (2) 山 G3)，(10) 一 (4)，(9) = (8); 当天 是 正 的 广义 连 
续 ( 即 作 为 从 Q x Q 到 [0 ,=] 的 映射 连续 ) 的 对 称 核 且 当 x#y 
时 取 有 限 值 时 ， 有 (3) 由 (0)， (2) 所 (9), (4) 二 (10). R* 的 a- 核 满 
足 (D)、(3)、(4)、(5)、(6)、(7)、(8)、(10); 当 0<as2,a<N 时 ， 
Q- 核 还 满足 (2)、(9), 但 当 2 < a <N 时 , 存在 不 满足 (2) 的 例子 . 深 
入 研究 核 与 各 原理 之 间 的 关系 是 位 势 论 的 一 大 课题 .Choquet G 
及 日 本 一 些 学 者 在 这 方面 有 许多 研究 成 果 . 


§ 11.2 大 容 量 与 平衡 原理 


本 节 限 定义 v 为 测度 ， 对 一 个 取 定 的 核 K, 令 
$0):= sup{ U(x) |x € supp(/0)}. 
称 CkP):= supfpU(Q)19(00<s 1, supp(1) c 严 ?为 紧 集 已 的 无 -容量 . 
Cx 是 定义 在 Q 的 紧 子 集 全 体 { 严 } 上 的 一 个 正 的 集 函 数 ， 在 一 定 
条 件 下 ，Cx 可 延 拓 成 上 的 一 个 Choquet 容量 ( 见 § 6.3). 称 一 
个 性 质 P = PCo) 为 K- 近 乎 处 处 成 立 ,， 指 的 是 使 P 不 成 立 的 、Q 中 
的 点 全 体 4 满足 
.Cd) :=inftewO14(9)= 1 supp() CA}=%. 
车 对 于 任何 紧 集 Fc Q ， 存 在 支柱 包含 于 严 的 单位 正 测度 
A 使 得 凡 (o) 在 开 上 大 -近乎 处 处 等 于 某 个 常数 EK 下， 则 称 核 K 
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满足 弱 平 衡 原理 ; 若 同时 有 U*(x) < EKF) 在 9 上 处 处 成 立 ， 则 
称 KK 满足 平衡 原理 ， 一 个 正 的 、 对 称 的 、 广 义 连 续 的 核 KK 满足 
平衡 原理 的 充 要 条 件 是 它 满足 第 一 极 大 值 原理 . 一 般 地 ， 当 
ExF) > 0 时 , Cx(F) = (Ex(P)). 

若 核 K 满足 弱 平 衡 原理 , 那么 ， 把 关于 紧 集 5 满足 弱 平衡 
原理 的 单位 测度 A 称 为 严 的 平衡 测度 ， 当 EKF)> 0 时 ， 

> .一 1 
OE 

称 为 FF 的 容量 分 布 . 这 时 , U*(x) 在 上 近乎 处 处 等 于 1 ， 故 有 的 
文献 也 把 这 里 的 容量 分 布 称 为 平衡 测度 , 这 是 因为 Gauss 平衡 问 
题 就 是 求 满足 U? 在 上 处 处 等 于 1 的 测度 1 . 

特别 , 在 R* 考 虑 a 核 , 把 4 的 w 能 量 K[w] 记 作 Il. 令 

WAF):= inff Ialy] 14(R*)= 1, supp() CF }; 

当 WAR) >0 时 , 记 CARD= 志 二， 称 之 为 归 集 下 的 a 容量 . 它 


是 一 种 Choquet 容量 且 为 F 关于 a- 核 的 K- 容 量 ; a = 2 时 为 
Newtow 容量 . 可 定义 a -外 (内 ) 容量 (参看 § 6.3， 通 常 ,一 个 集 
的 外 容量 定义 为 包含 这 个 集 的 开 集 的 容量 的 下 确 界 , 内 容量 定义 
为 这 个 集 的 紧 子 集 的 容量 的 上 确 界 ) ，c - 零 外 容 集 及 a- 零 内 容 集 
等 概念 ，a- 核 满足 平衡 原理 ， 这 时 FF 的 容量 分 布 4 满足 Ia[?] = 
CaPm =4(R*). 当 Coa(F)> 0 时 ,4 可 看 成 下 列 各 变 分 问题 的 唯一 
解 : 


(1) 4(R*)= max{v(R"”)|v 是 测度 , 和 (v)=1, supp(v) CF}, 
其 中 


$(v):= sup{ Ue (2) |x € supp(v)}. 
(2) 9 (4) = min{t(y ) |y 是 测度 supp(v )c Fv (R= Ca 


(下 
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(3) Ta(D- 24(RN =minfIc[v]- 2v(R")|supp(v) CF}. 
又 ,CQ- 容 量 与 Newtow 容量 或 对 数 容量 一 样 ， 也 可 用 广义 超 限 直 
径 来 描绘 它 的 度量 性 质 且 -容量 也 满足 容量 压缩 原理 : 设 K 为 
Rv 的 紧 子 集 ，7 为 从 K 到 R” 的 压缩 映射 ， 即 f 满足 |f x) - Ag 
<|x -yl|,Vx,yeKK， 则 有 
Calf (K) < CAR),. 

与 容量 , 特别 是 零 外 容 集 密切 关联 的 一 个 概念 是 极 集 . 对 Q 
的 子 集 4 及 取 定 的 核 K， 若 存在 测度 jy 使 得 位 势 U*(x) 在 4 上 
点 点 取 om 值 , 则 称 4 为 (关于 核 天 的 ) 极 集 ， 据 假定 ，K 为 下 
半 连 续 , 故 {x|U*(x) > mn} 是 开 集 ，{ x|1U*(x)= oo} 为 6; 型 集 , 而 
且 极 集 必 为 K- 零 外 容 集 . 

特别 ,关于 RY(N> 3) 的 Newton 核 ， Evans 定理 指出 , 若 4 
为 Gs 型 零 容 集 , 则 必 存 在 一 个 集中 在 4 上 的 正 测度 w 使 得 U(x) 
在 4 上 且 仅 在 4 上 取 值 为 w. 而 对 a- 核 ，E 为 a- 极 集 的 定义 为 ， 
存在 测度 使 得 U4 在 E 且 仅 在 E 取 值 为 w. 因此 ，E 为 a- 极 集 
当量 仅 当 E 为 a- 零 容 的 G; 集 . 这 个 结论 也 称 为 广义 Evans 定理 . 


§ 11.3 扫除 问题 


扫除 问题 与 平衡 问题 及 Dirchlet 问题 为 经 典 位 势 论 的 三 大 基 
本 问题 , 也 是 现代 位 势 论 研 究 的 重要 内 容 , 只 是 在 现代 的 框架 下 
问题 的 提 法 更 为 一 般 . 

称 核 满足 扫除 原理 ， 指 的 是 对 Q 的 任何 紧 子 集 FF 及 满足 
U* 不 恒 等 于 m 的 测度 ， 扫 除 总 是 有 解 ， 即 存在 测度 pry ， 简 
记 作 Ap“( 在 调和 空间 记 作 1 人 ,满足 supp(y')cF 且 

U” (x) < Ur(x) ， xeQN, 
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且 其 中 等 号 在 上 天 近乎 处 处 成 立 . 这 样 的 kw ， 即 Bry 称 为 把 
正 质量 (测度 ) y 扫 到 屎 的 扫除 测度 (balayaged measure), U” 称 为 
扫除 位 势 ， 求 解 扫除 测度 的 过 程 叫 做 扫除 (balayage 或 sweeping 
oub, 当 Q = R", 0 < a < 2, a < N 时 , a- 核 满足 扫除 原理 ; 而 当 2 
< a < NN 时， 关于 Q- 核 的 测度 扫除 一 般 无 解 , 但 可 采用 Deny J 的 
方法 求 广义 函数 的 扫除 ( 见 § 11.6). 

本 节 仅 涉及 0 < a < 2 的 测度 扫除 . 对 于 一 般 的 Borel 集 
如 果 仅 要 求 w'= psy 集中 的 在 巨 上 , 即 人 (RN\E)=0 时 , 关于 a- 
核 的 测度 扫除 也 有 解 , 但 可 能 不 唯一 . 为 此 ,把 其 中 测度 网 

{BulF eR} 

(这 里 妨 是 EE 的 紧 子 集 全 体 以 反 包 含 关系 为 序 的 定向 集 ) 的 浑 极 
限 jy 作为 4 的 扫除 测度 , 它 具有 如 下 特征 : U% 是 在 上 似乎 
处 处 〈 即 除去 一 个 w- 外 容量 为 零 的 子 集 外 ) 满足 U* > U4 的 位 
势 族 { U4 } 的 下 确 界 函数 ， 

对 于 wa- 能量 有 限 的 测度 4， 即 测度 4 满足 : 

Ll:= Ee - yl dp (dp 0) < oo, 

Q- 扫 除 与 经 典 位 势 中 的 扫除 一 样 ，Cartan H 定理 成 立 . 由 于 a- 核 
满足 能 量 原理 , a- 能 量 有 限 的 带 符号 测度 全 体 Mu 以 a- 相 互 能 量 
1A20) := Tf - yl td Cdp 0y) 

为 内 积 构成 实 的 准 Hilbert 空 间 . 其 中 测度 全 体 M.+ 及 支柱 包含 于 
紧 集 F 的 测度 全 体 Ma*(F) ( 即 子 空间 FF 上 a- 能 量 有 限 的 测度 全 
体 ) 都 是 Mu 的 完备 凸 子 锥 . 于 是 , je Mu: 在 Mi'(F) 的 正 交 投 
影 存在 且 唯 一 , 它 就 是 y 到 F 的 w- 扫 除 测度 . 这 个 结论 称 为 广 

义 Cartan 定理 . 

关于 Qa- 核 的 扫除 , Dirac 测 度 ( 即 单位 正 质量 集中 在 x e R* ) 
到 Borel 集 4 的 扫除 测度 Pua (在 调和 空间 记 作 a ,4) 称 为 4 的 
Q-Green 测度 . 对 任意 有 限 测度 yu 有 
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pp=jamam Ped) _ 
2-Green 测度 又 称 Green 测度 . 进一步 , 一 个 点 xe 4 若 满足 je 


的 a- 非 正则 点 . 4 的 内 点 必 为 4 的 a- 正 则 点 , 故 4 的 a- 非 正则 点 
必 为 4 的 边界 点 . 一 个 Borel 集 4 的 a- 非 则 点 全 体 41 可 能 比 集 4 
还 大 , 甚至 存在 这 样 的 4, 使 得 -容量 Cs41) 与 CA4) 之 比 大 于 
任意 事先 指定 的 正 数 . 但 是 Kellogg 引 理 指出 ， 4m4i 必 为 a- 零 
容 集 . 

值得 注意 的 是 , 一 个 开 集 所 的 a 正则 点 与 a- 正 则 边界 点 的 
含义 是 不 同 的 , 后 者 指 的 是 RM\ 球 的 w- 正 则 点 , 它 与 a- 调 和 函数 
的 Dirichlet 问题 有 关 . 

2- 正 则 点 就 是 通常 关于 Newton 核 的 正则 点 . 著名 的 Wiener 
判别 法 指出 , xoe 4 为 4 的 a- 非 正则 点 的 充 要 条 件 是 , 对 g & (0,1) 
及 Ak={xlg“!<|x - xol<q*}n4 有 

并 Ce(4) 


k(N-a) 
4 


它 还 有 一 些 别 的 等 价 形式 . 

利用 a- 核 的 扫除 还 可 以 定义 a-Green 函数 . 对 RY 的 开 子 集 
D 中 的 点 y, 用 sy 表示 cy 到 R"\D 的 扫除 测度 , 那么 

GW:= UY W- Us 0 

称 作 以 y 为 极 、D 的 a-Green 函数 . 特别 ，2-Green 函数 就 是 通 
常 的 Green 函数 . GS 具有 如 下 性 质 ， (1) 在 D 中 ，G®>0, 在 
R"\D ，G( 似乎 处 处 为 0; (2) 在 D\ fy)}, 作为 x 的 函数 ，G9 
为 a- 调 和 和 且 在 y 的 邻 域 与 a- 核 具有 阶 数 相同 的 奇 性 ; (3) 对 称 
性 , 即 Gy,x) =. Ga (x,y). 这 些 性 质 与 通常 的 Green 函数 相似 . 
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§ 11.4 上 调和 函数 与 细 拓 扑 


从 上 ( 超 ) 调 和 函数 的 概念 出 发 来 定义 与 研究 位 势 是 Riesz F 
与 Brelot M 等 人 开创 的 、 叙 述 现代 位 势 论 的 另 一 种 方式 . 不 过 ， 
这 里 着 重 叙述 E 空间 与 Green 空间 上 的 情形 , 它们 与 经 典 位 势 
论 密切 关联 ; 同时 也 介绍 < -上 调和 函数 , 对 于 更 一 般 情形 , 可 参 
见 第 三 至 第 九 章 及 本 篇 公理 位 势 论 部 分 . 


1，2 空间 与 Green 空间 


Brelot M 等 人 定义 并 深入 研究 了 函数 在 RY 的 无 穷 远 点 
om 的 调和 性 ， 并 把 RY 上 的 位 势 论 推广 到 & 空间 上 去 . 
若 从 RY (N > 2) 到 ( - m, oo) 的 函数 /在 % 的 邻 域 调 和 且 可 
表示 为 
f(x)= const + > 到 GO 


2 [x 


其 中 H(x) 为 调和 的 齐 t 次 (关于 x= (xb x2,…, xw) 的 分 量 xi) 的 多 
项 式 , 那么 了 在 % 有 有 限 的 极限 (ow), 它 等 于 在 以 任何 一 点 xo 
e R* 为 中 心 、 半 径 充分 大 的 球面 9B(xo, 上 /的 平均 值 , 这 时 称 
在 w 调和 . 进一步 ，f 在 om 的 上 (下 、 超 、 亚 ) 调 和 等 概念 也 
可 用 球面 平均 值 来 相应 定义 . 

一 个 连通 的 、 可 分 的 Hausdorff 空间 Q 若 满足 下 述 条 件 则 称 
为 E 空间 : 对 Q 每 个 点 x 都 存在 一 个 开 邻 域 大 和 一 个 从 六 到 
RUfoo} (R* 的 单 点 紧 致 化 ) 的 一 个 开 集 的 同 胚 映射 p Fy ms(p) ， 
使 得 对 任何 两 点 x, y e Q ， 它 们 所 对 应 的 开 邻 域 太 与 区 之 交 
VN 的 同 胚 像 mx( 玫 网 与 四 内在 映射 mw) 之 下 
是 共 形 的 ( 当 N= 2) 或 保 距 的 且 保 持 oo 不 变 ( 当 N>3 ;此 时 om 的 
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原 象 称 为 2 上 的 无 穷 远 点 )， 于 是 Rew{c} 上 的 调和 、 超 ( 亚 )、 
上 (下 ) 调 和 等 局 部 性 概念 可 通过 上 述 同 胚 映射 在 2 空间 上 相应 地 
定义 . 不 难看 到 局 部 的 Riesz 分 解 也 成 立 . 

在 2 空间 或 它 的 开 子 集 上 , 一 个 正 的 上 调和 函数 zx 如 果 它 的 
最 大 调和 下 属 ( 必 存 在 ) 为 常数 0 时 , 则 称 x 为 位 势 . 两 个 位 势 之 
和 或 下 包 络 (下 确 界 函数 ) 仍 为 位 势 . 

一 个 E 空间 Q 称 为 Green 空间 , 指 的 是 Q 上 存在 一 个 位 
势 p> 0 或 等 价 地 , 存在 一 个 非常 数 的 上 调和 函数 x> 0. 例 , RV， 
R” 及 Riemnn 曲面 都 是 2 空间 ; 当 N > 3 时 , R" 及 其 子 区 域 都 
是 Green 空间 . RR 或 复 球面 不 是 Green 空间 , 但 从 中 除去 一 个 具 
有 正 容量 的 闭 集 后 的 连通 成 份 是 Green 空间 

对 2 空间 Q 常 用 到 局 部 极 集 的 概念 . 对 子 区域 o,4c ow 称 
为 w 的 极 集 指 的 是 ， 存 在 w 上 的 一 个 正 的 上 调和 函数 x ， 它 
至 少 在 4 上 点 点 取 om 值 ，( 从 下 面 Riesz 分 解 定理 知 ， 这 里 的 
定义 与 $ 11.2 所 述 一 致 ) 车 % 是 一 般 的 开 集 , 而 4 在 @ 的 每 个 
连通 成 份 上 都 是 极 集 , 则 称 4 是 开 集 w 中 的 极 集 . 进一步 ,4 cw 
称 为 开 集 w 中 的 局 部 极 集 (Locally polar set), 指 的 是 对 每 个 xe@， 
存在 开 邻 域 从 使 得 4mV. 是 V. 中 的 极 集 . 单 点 集 {xo} 不 是 局 部 极 
集 当 上 且 仅 当 x 是 8 (N > 3) 的 无 穷 远 点 的 原 像 . 性 质 P 称 为 似乎 
处 处 成 立 ， 如 果 P 除了 一 个 局 部 极 集 外 成 立 . 若 4 是 区 域 @ 的 、 
闭 的 局 部 极 集 , 则 w\4 仍 为 区 域 且 w\4 上 的 任何 局 部 下 有 界 的 
上 调和 函数 可 唯一 地 延 拓 成 w 上 的 上 调和 函数 . 

Green 空间 的 子 区 域 仍 为 Green 空间 ; 2 空间 Q 若非 Green 
空间 , 则 其 子 区域 a 是 Green 空间 当 且 仅 当 Qi w 不 是 局 部 极 集 . 
在 Green 空间 @Q. 中 , 局 部 极 集 等 价 于 极 集 ; 对 y e Q, Q 上 的 、 
在 Q\ gy} 调 和 的 位 势 都 是 成 比例 的 ; 其 中 满足 下 面条 件 的 位 势 称 
为 Green 函数 , 记 作 G? 或 G,: 若 令 x=mx),h(7)=rM 当 NN 
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>3) 或 - logr (N=2), 其 中 r> 0 ,那么 在 ?的 邻 域 ，Gyx) 作为 
x 的 函数 可 表 为 
hl|x'—yD)+h(x), My#%, 


G, (m7'(x')) = | _h(xD)+h(x), y=0%, 
其 中 hh, h, 调 和. Green 函数 满足 对 称 性 ， 即 
G7):= GOD)= GAY) ， 

在 Green 空间 Q 上 ， 对 任何 ( 正 ) 测 度 w, | G(x, du 为 超 
调和 函数 ， 它 要 么 为 位 势 ( 称 为 Green 位 势 ) ， 要 么 恒 等 于 oo; 
反之 ， Q 上 的 任何 位 势 都 是 Green 位 势 ， 这 时 ， G(x, y) 称 为 
Green 核 . 在 Q 上 ， Riesz 分 解 定理 成 立 , 即 Q 上 的 任何 一 个 有 
调和 下 属 的 上 调和 函数 x 必 对 应 唯一 的 正 测度 4. ( 称 为 相关 测 
度 ，associated measure) 使 得 

u(x) ={ G(x, y)dp(y) + h(x), xen 
此 处 hh 是 uw 在 Q 的 最 大 调和 下 属 . 这 个 分 解 还 具有 局 部 特征 ， 
即 在 Q 的 任何 子 区 域 a 上， 的 限制 也 是 x 的 相关 测度 . 又 ， 
Green 核 满足 扫除 原理 ， 而 且 关 于 测度 的 扫除 可 通过 下 面 给 出 的 
扫除 函数 来 定义 . 缩减 函数 与 扫除 函数 是 用 来 研究 上 调和 函数 
位 势 论 的 有 力 工具 , 它们 可 在 更 一 般 的 空间 上 定义 ( 见 $ 5.1 及 
§ 12.1,§ 13.1). 

设 下 是 一 族 从 拓扑 空间 (X, 7 ) 到 [0, om] 的 下 半 连 续 函 数 所 组 
成 的 凸 锥 . 对 于 XX 的 子 集 E 和 在 E 上 有 定义 的 数值 函数 /， 称 

RY (x):= inf {ux) |u e 平 且 ule>f}, xeX 
为 了 在 五 的 缩 碱 函数 ( reduced function). 

在 Green 空间 和 = Q 上 , 常 取 丙 为 正 超 调和 函数 全 体 . 对 上 

调和 函数 /> 0 ，R; 似乎 处 处 等 于 上 调和 函数 良 ， 这 里 
R$:= liminf RIO) ，xeX， 
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称 为 /的 扫除 函数 ， 它 在 Q\ 瑟 调和 而 且 衣 5 < 了 在 Q 上 点 点 成 


立 . 这 时 ， 测 度 有 4 的 位 势 w= Ux) = | GG, du 的 扫除 函数 
让 5 为 另 一 个 测度 ( 记 作 bu ) 的 位 势 ，b,5 称 为 到 的 扫除 测 
度 ， 它 集中 在 E 的 基 BE:= {x|E 在 x 不 瘦 }c 巨 . 故 当 E 为 闭 集 
时 ，bj2 就 是 关于 Green 核 的 扫除 问题 的 解 y= BA. 此 外 ，E 
是 极 集 当 且 仅 当 对 任意 上 调和 函数 /> 0， 有 名 = 0. 上 调和 函 
数 /> 0 到 一 个 区 域 w 的 余 集 X\ w 的 扫除 函数 吧 和 在 ow 的 
限制 就 是 以 了 为 边 值 的 广义 Dirichlet 问题 的 解 ; 不 过 , 若 w 的 
闭 包 非 紧 , 则 应 补充 定义 在 w 的 Alexadroff 边界 点 w 上 f 的 什 
为 0, 即 Jeo):=0. 又 , 当 EE 为 紧 且 非 极 集 , 则 衣 5 给 出 了 Gauss 
平衡 问题 的 解 ， 它 在 上 似乎 处 处 等 于 1 . 


2， 细 拓扑 与 下- 瘦 


设 (% 7?) 为 拓扑 空间 ， 平 是 一 族 从 XX 到 [0, om] 的 下 半 连 续 函 数 

所 组 成 的 凸 锥 ， 必 要 时 还 设 m es 平 . 若 把 形 如 
{reX/< 轩 ,其 中 re 亚 ce 是 正 实数 ， 

的 集 全 体 记 作 r ， 那 么 由 rw t 为 子 基 所 生成 的 拓扑 是 使 下 
中 每 个 函数 都 连续 的 最 粗 拓扑 , 称 + 为 X 上 的 (相对 于 下 的 ) 
细 拓 扑 或 于- 细 拓 扑 . 细 拓 扑 下 的 开 集 、 闭 集 、 闭 包 、 极限 等 分 别 
称 作 细 开 集 、 细 闭 集 、 细 闭 集 、 细 极限 等 . 在 Green 空间 , 总 取 
于 为 正 调和 函数 全 体 ， 特 别 当 考虑 R* 的 Green 区 域 时 ， 就 得 到 
通常 的 细 拓 扑 . 

与 平 - 细 拓 扑 密切 关联 的 是 平 - 瘦 ( 简称 “ 瘦 ” ) 的 概念 .万 的 
子 集 E 称 为 在 点 xeE 瘦 , 指 的 是 下 面 两 种 情形 之 一 :(1) x & 及 ,BE 
(6E 为 + 拓扑 下 E 的 边界 ) ; (2)x e 65 上 且 存 在 xe 使 得 
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liminf u(y) > u(x) . 
进一步 , 称 集 E 在 xeE 为 瘦 , 指 的 是 E\ {x} 在 x 瘦 且 E 在 x 为 
弱 瘦 ， 即 对 恒 等 于 1 的 函数 /， 关 于 平 的 扫除 函数 良 满 足 : 
inf{ 员 EY oo)| 天 为 x 的 邻 域 } < 1 . 
若 X\E 在 巨 的 每 一 点 都 瘦 ,， 则 称 忆 为 肥 集 . 推广 的 Cartan 定理 
指出 ,E 是 细 开 集 当 且 仅 当 E 是 肥 集 . 因此 , 也 可 把 肥 集 全 体 定 义 
作 细 拓扑 又 , 集 EE 的 非 正则 点 可 定义 作 “ 在 该 点 瘦 ”. 

若 集 EE 可 表示 为 在 每 一 点 xeX 都 弱 瘦 的 集 之 可 列 并 , 则 称 EE 

为 半 极 集 . Brelot 下 包 络 定理 指出 ,对 平 中 的 元 素 列 {w}, 集 

{x eX| inf u(x) < inf, u(x)} 

为 半 极 集 . 半 极 集 的 概念 是 为 了 在 一 般 空 间 上 推广 极 集 的 概念 
而 引入 的 . 但 在 Green 空间 六 = Q 上 , E 为 极 集 当 且 仅 当 为 半 极 集 ， 
它 在 空间 的 每 一 点 都 瘦 ; 一 个 开 集 的 非 正则 边界 点 全 体 为 极 集 ; 
另 , 前 面 已 谈 及 测度 / 到 集 E 的 扫除 测度 bs 集中 在 E 的 基 
b(5) := {xe Q|E 在 x 不 瘦 }. 另外 , 在 Rr" 的 Green 区 域 上 也 还 
引入 半 瘦 及 相应 的 半 细 拓扑 的 概念 . 

细 拓 扑 与 半 细 拓扑 等 概念 常用 于 研究 函数 的 边界 性 态 . 一 
个 区 域 D 上 的 函数 f(x) 当 x 从 D 内 趋 于 边界 点 xo 时 有 f(x)->/ ， 
则 称 ! 为 了 在 xo 的 边界 值 . 当 f 在 xo 的 边界 值 不 存在 时 , 若 
限制 x 沿 D 的 某 个 子 集 趋 于 xo 时 , 可 能 有 极限 , 特 当 DJ6D 上 
有 细 拓 扑 时 , 若 限 制 x 在 xoe6D 的 一 个 细 邻 域 趋 于 xo 时 有 
f(g, 则 称 f 在 x。 有 细 极 限 g. 半 细 极限 值 可 类 似 定义 . 

又 , 在 Re 的 Lipschitz 区 域 D 上 常 考虑 所 谓 不 相 切 的 边界 值 ， 
它 是 尼 上 Stoltz 边界 极限 值 的 推广 , 若 D 上 的 函数 f 当 x e 也 
沿 着 任何 以 xoe 8D 为 顶点 的 不 相 切 内 锥 T ( 即 存在 以 xo 为 顶点 的 
锥 rT" 使 得 T \{xo}c T' cD 趋 于 x 时 ,f(x) 有 相间 的 极限 值 1!, 则 
称 f 在 ow 有 不 相 切 的 边界 值 7. 
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经 典 的 Fatou 定理 称 ，Ry 的 球 内 的 正 调和 函数 在 边界 上 几 
平 处 处 有 不 相 切 的 极限 ， Doob 定 理 把 它 推广 到 远 为 一 般 的 情形 ， 
即 关于 Green 空间 DD 附 加 其 Martin 边界 A 后 ( 见 后 8$ 11.7) 所 得 
紧 空 间 DJA 上 的 细 拓 扑 , D 中 的 上 调和 函数 x > 0 与 调和 函数 h 
> 0 的 商 x /hh 在 A 上 除去 一 个 J ; 零 测 集 (其 中 ;为 h 的 Martin 
表现 测度 ) 外 处 处 有 细 边 界 值 . 作为 特例 , 在 Lipschitz 区 域 D 内 
的 上 调和 函数 u > 0 在 8D 上 除 一 个 调和 测度 为 零 的 集 外 处 处 有 
细 边 界 值 . 

1968-1971 年 ，Hunt R A 与 Wheeden R L[28] 深入 研究 了 
Lipschitz 区 域 D 上 不 相 切 边界 值 与 细 ( 半 细 ) 边 界 值 的 关系 , 指出 
DD 中 任何 函数 若 在 xoe 8D 有 不 相 切 边界 值 , 则 在 xy 有 与 之 相等 
的 ( 半 ) 细 边界 值 ; 若 正 上 调和 函数 在 x 有 半 细 边界 值 , 则 在 x 有 
相等 的 不 相 切 边界 值 . 高 琪 仁 等 人 ( 见 [13-15]、[35] 等 ) 把 后 面 一 个 
的 结论 推广 到 较 一 般 的 区 域 上 的 一 般 调 和 函数 , 并 结合 a- 细 边 
和 界 值 做 了 许多 有 趣 的 工作 . 


3.Q- 上 调和 函数 与 a- 细 拓扑 


类 似 于 通常 上 调和 函数 与 位 势 的 密切 关联 , 与 &- 位 势 相应 
的 是 a- 上 调和 函数 . 不 过 , 本 节 若 无 另外 申明 均 限 制 0< a <2, & 
< 从 RY(N > 2) 到 [0, +m] 的 函数 /车 满足 下 述 条 件 , 则 称 为 a- 
上 调和 函数 : 

(1) 了 为 正 的 下 半 连 续 函 数 且 f 不 恒 等 于 o; 

@) zp! fOrx [Vdr < 0; 

(3) 对 每 个 xe R*， 对 充分 小 的 正 数 + 恒 有 : 

er fT - WdeW 0) <f0), 
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0 lyl<r, 


其 中 ， 0-| NND) mo 地， - 
ro (Gin) 0 7) 21y N.Slyl>r. 
例如 , Ap 为 测度 时 , a- 位 势 U4 为 w- 上 调和 函数 但 不 是 通常 的 ( 经 
典 的 ) 上 调和 函数 (有 时 为 方便 计 , 也 把 经 典 的 上 调和 函数 称 为 2- 
上 调和 函数 ); 而 当 2 < <c< 和 时, U4 为 2- 上 调和 函数 . w- 上 调和 
函数 f 及 其 序列 { 万 } 有 许多 类 似 2- 上 调和 的 性 质 . 例如 ,对 固 
定 的 实数 r>0，f,e (x) 仍 为 a- 上 调和 函数 且 当 rV0 时 ， 
fe Af); 

若 在 某 个 xo e RY,f 达到 极 小 值 , 则 f(x) =/(xo); 单调 增加 列 {/,} 
的 极限 要 人 么 恒 等 于 oo, 要 么 为 a- 上 调和 |. 、 

从 感到 (- oo, %) 的 函数 了 称 为 在 xoe R" 为 a- 调 和 的 , 若 它 
满足 下 述 条 件 : 

(Dy 在 如 的 一 个 邻 域 连续 ; 

GO) 所 > FOXT adr<oo 

(3) 对 充分 小 的 正 数 r, 恒 有 f(xo) = (a 中 wf)(xo). 

车 f 在 集 D c R* 的 每 个 点 ag- 调 和 , 则 说 f 在 D 为 a- 调 和 . 
例如 , 当 为 测度 时 , ga- 位 势 U* 在 4 的 支柱 外 为 a- 调 和 ; 常 什 
实 函 数 在 局 为 a- 调 和 . 

值得 注意 的 是 , 测度 a 的 支柱 为 {x ||x|>r }, 故 @- 调 和 及 
Qa- 上 调和 都 不 是 局 部 性 质 . 又 a- 调 和 函数 /为 g- 上 调和 当 上 且 仅 
当 f> 0. 这 是 明显 区 别 于 通常 调和 与 上 调和 的 两 个 特点 . 但 对 a- 
上 调和 函数 仍 有 类 似 的 Riesz 分 解 . 特 当 N> 3 时, 这 种 分 解 呈 简 
单 形 式 : 

f(x)= Us (x)+4, 
其 中 /为 测度 , 4 为 正 的 常数 ; 若 f 为 a- 调 和 , 则 1=0, 即 f=4. 

若 用 时 表示 w- 上 调和 函数 全 体 . 那么 平 - 细 拓 扑 与 平 - 瘦 分 别 
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称 为 a- 细 拓扑 与 a- 瘦 . a- 细 拓扑 严格 细 于 通常 欧 氏 拓扑 且 当 @ '< 
& 时 , c '- 细 拓扑 严格 细 于 w- 细 拓扑 . a- 细 拓扑 下 的 开 集 、 闭 集 、 
极限 等 分 别称 为 a- 细 开 集 , a- 细 闭 集 , a- 细 极限 等 . R" 的 子 集 E 在 
x0 为 a- 瘦 当 目 仅 当 xo 为 E 的 a- 非 正则 点 ,因此 关于 ex- 非 正 则 点 的 
Wiener 判别 法 实 即 &- 瘦 的 判别 法 . a- 细 拓扑 也 用 于 研究 函数 的 边 
界 值 . 苏联 以 Landkof N( 见 [32] ) 为 代表 的 学 者 对 cg- 位 势 及 a- 细 
拓扑 有 深入 的 研究 , 国内 近来 也 有 人 研究 a- 调 和 函数 的 a- 细 边界 
值 或 其 它 意义 下 的 细 边 界 值 与 通常 边界 值 及 Lipschitz 域 的 不 相 
切 边界 值 的 关系 ( 见 [15,57]); 也 有 人 在 Lipschitz 域 上 比较 不 同意 
义 下 的 瘦 的 性 质 [72]. 


§ 11.5 & 空间 上 的 Dirichlet 问题 


设 Q 是 23 空间 ,D 是 Q 的 开 子 集 且 Q\D 不 是 局 部 极 集 . 
先 考虑 DuaD 为 紧 集 的 情形 . 对 从 3D 到 [ - %, wo] 的 函数 /,D 
上 的 超 调 和 函数 x 若 对 每 个 ye6D 恒 有 
liminf ux) 2/0), 
则 称 u 为 (相对 于 )f 的 上 函数 ; 若 v 为 - 了 的 上 函数 , 则 - v 称 
为 太 的 下 函数 . 令 
厂 /Co = inffx(o | x 为 相对 于 的 上 函数 }， 
及, (xX) = sup{fyvGColy 为 相对 于 /的 下 函数 }， 
那 末 粹 ,=- 瑟 -/, 有 已， (x) < 万 /Co, 车 此 式 的 等 号 在 DD 处 处 
成 立 且 为 有 限 值 ， 则 称 f 为 可 解 的 ,， 并 把 调和 函数 万 := 
也, = 瓦 / 称 为 以 / 为 边界 值 的 Dirichlet 问题 的 一 般 解 或 PWB 
(Perron-Wiener-Brelot) 解 . 当 f 是 有 限 连 续 时 , 则 了 必 可 解 ， 而 
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且 
已 = jyroydup?0)， xeD, 

此 处 p? 是 8D 关 于 x e DD 的 调和 测度 即 Dirac 测度 & 在 Q\D 
的 扫除 测度 . 可 解 的 充 要 条 件 是 :f 关于 每 个 x e D (或 关于 DD 的 
每 个 连通 分 支 的 每 一 个 点 x) 为 p? 可 积 . 了 Ye 6D 是 DD 的 正则 边 
界 点 当 且 仅 当 对 aD 上 的 每 个 有 限 连 续 函 数 f 恒 有 lim (x) = 
J0). 另外 ,ye 6D 为 DD 的 正则 边界 点 的 充 要 条 件 是 存在 y 的 一 
个 邻 域 U 使 得 在 DU 上 存在 一 个 上 调和 函数 g > 0 使 得 g 
在 y 以 0 为 极限 ; 若 D 是 区 域 时 , 这 等 价 于 对 D 上 的 Green 函 
数 G(z), 当 z->y 时 Gxz)-> 0. 一 般 地 ,y e 6D 非 正则 当 目 仅 当 y 
是 D 的 某 个 连通 分 支 的 非 正 则 边界 点 . 又 , 对 8D 上 每 个 上 有 界 
的 函数 f 及 每 个 正则 边界 点 y 有 


limsup 万 /CO < limsup f (2). 
rayreD FyreD 


再 考虑 D w 6D 非 紧 的 情形 . 这 时 , 因 Q 非 紧 ,考虑 其 添加 
Alexandroff 点 后 所 得 到 的 紧 空 间 Q* 及 D 在 2* 上 的 边界 
0D":= 0D w {o}, 对 6D 上 的 函数 斤 补充 定义 它 的 值 f(%) = 0 . 
这 时 可 类 似 地 考虑 Dirichlet 问题 且 与 上 段 有 类 似 的 可 解 性 定理 ， 
对 于 非 o 的 边界 y, 即 y e 6D, 正则 点 的 定义 与 性 质 也 相同 ， 
6D 上 的 非 正则 点 全 体 也 是 一 个 局 部 极 集 . 

当 N> 3 时 , 若 无 穷 远 点 w 是 上 述 区 域 D 的 边界 点 必 为 正则 . 
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§ 11.6 Dirichlet 原理 ; 广义 函数 的 位 势 


1，Dirichlet 原理 


设 四 为 R 有 界 区 域 G 上 的 连续 可 微 且 梯度 平方 可 积 , 即 满 
足 D[f]:= [oleradfPdx <w 的 实 函数 六 全体 .其 中 D[/] 称 为 
的 Dirichlet 积分 . 在 @ 上 定义 内 积 

1 万 


Of)= (gradfi, gradf d= EN SL) dr， 


i=1 Ox 
则 依 等 价 关 系 “~”: 
fi~h Dh- f=0 
得 到 的 商 空间 do 是 准 Hilbert 空间 . Dirichlet 原理 称 , 若 fe 中 且 
有 界 并 可 连续 地 延 拓 到 G ,那么 在 YH: = {ue |u 在 G 调 和 } 中 ， 
Dirichiet 问题 的 解 万 使 得 |x - f= D[x - 用 达到 极 小 ， 它 正好 
是 f 在 子 Hilbert 空间 Zo(H 的 商 空 间 ) 的 正 交 投影 . 

该 原理 的 古典 形式 说 的 是 , 在 6G 充分 光滑 时 , 与 上 述 了 (只 
要 求 分 片 连续 可 微 ) 同 性 质 同 边界 值 的 函数 x 的 全 体 之 中 , 存在 
使 得 Dirichlet 积分 达到 极 小 者 . 

50 年 代 , Deny J 用 广义 函数 的 位 势 证 明了 上 述 空间 do 的 完 
备 化 是 所 谓 BLD 空间 ， 它 实际 上 是 由 这 样 的 BLD 函数 f 全 体 
组 成 的 : f 在 G 上 似乎 处 处 有 限 且 @ 中 有 子 列 似乎 处 处 收 于 敛 
于 了/. 这 样 的 f 必 几 乎 处 处 有 梯度 上 且 D[f] < om . 车 f 是 有 界 区 域 
G1(G12G) 内 的 BLD 函数 , 则 在 G 上, HH 存在 且 除 了 一 个 附加 
常数 外 是 唯一 使 | zx - f 达到 极 小 的 BLD 函数 , 也 是 唯一 的 、 
在 G 内 调和 并 可 用 了 延 拓 成 G1 内 的 BLD 函数 的 函数 . 
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其 进一步 发 展 见 $ 13.2 ”Dirichlet 形式 . 


2， 广 义 函 数 的 位 势 


用 D(G) 表 示 Re 的 子 区域 G 上 的 所 有 具有 紧 支 柱 且 无 限 次 连 
续 可 微 的 复 值 函 数 构成 的 复 向 量 空 间 . D(G) 上 引入 一 个 拓扑 如 
下 : D(G) 中 的 点 列 {fw)} 收 化 于 0 当 上 且 仅 当 存 在 G 的 一 个 紧 子 集 
使 得 每 个 了 ,的 支柱 都 包含 于 KK ， 并 且 对 所 有 入 维 整 数组 大 = 
(ky,k2, ,kv)( ki > 0, 71=1,,N), |k|:=k1+tkt.**+ky 阶 导 数 0* 了 ,在 
G 上 一 致 收敛 于 0， 其 中 84= 01*1 /0 x hx 和 4 … x 入 ,关于 这 个 拓 
扑 ，D(GO 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 G 上 的 广义 函数 ; 特 当 G = R* 
时 ， 简 称 广义 函数 ;广义 函数 全 体 记 作 D'. 

设 SCR%) 是 满足 下 面条 件 的 函数 p 全 体 : 是 RY 上 无 限 次 
连续 可 微 的 复 值 函 数 并 且 对 任意 自然 数 m, k 都 有 

zl”okp 一 0,， 当 |x|->oo， 
那么 SCRW) 是 复 向 量 空间 . 在 SCRW 上 定义 拓扑 如 下 : SCRN 的 点 
列 { 多 } 收 敛 于 gp 当 且 仅 当 对 任意 自然 数 m, 都 有 
(1+|x1")0*p, ~ (1+|x1")o'p 
在 RY 上 一 致 收敛 . 关于 这 个 拓扑 ， S(R") 上 的 连续 线性 泛 函 全 
体 记 作 .5*; S "中 的 元 素 称 为 缓 增 广义 函数 . R* 的 测度 ve S” 的 充 
要 条 件 是 , 存在 自然 数 ” 使 得 
fGHxP) "dv(x) <o. 

由 于 D(R") c S(R")， 且 S(R") 在 D(R") 诱 导 的 拓扑 比 D(R 
原来 拓扑 粗 ， 所 以 ，S < D*、 即 缓 增 广义 函数 必 为 广义 函数 . 

车 广义 函数 上 的 Fourier 变换 -为 通常 函数 (只 要 求 几乎 处 
处 有 定义 ) 且 满足 ->0 , (4”)-'e S 时, 则 称 为 广义 函数 核 , 
这 时 必 有 上-eS”. 例如 ,对 正规 化 的 a- 核 函数 
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kAx):= A(N, Wl xl ” ，1< ac<N 
其 中 
4(N a): =x" T(r) /IT(#), 
有 (ke) =|x| “eS ， 故 有 为 广义 函数 核 . 
取 定 一 个 广义 函数 核 上 ,， 记 
Zz:= {Te 8 7 为 函数 且 了 7 的 能 量 |TIP:=Jc7TPdz<o》， 

它 关 于 内 积 (Ti, TD):= Jr-TrCOTrCoD)dx 成 为 Hilbert 空 间 . 若 Te 2， 
则 ~ 了"e S ， 因 此 可 确定 一 个 满足 xr = K-T -的 广义 函数 xz 记 
作 U7 , 称 之 为 了 的 以 K 为 广义 函数 核 的 位 势 或 广义 函数 的 位 势 . 
特 当 了 的 支柱 为 紧 集 时 有 U7 = 上 7(“,” 是 卷 积 符号 )， 这 与 7 为 
测度 时 的 位 势 的 表达 式 一 致 ， 而 当 7T>0 时 , U7 为 函数 . 

利用 投影 算 子 , 可 对 广义 函数 的 位 势 讨论 容量 , 扫除 和 平衡 
问题 . 下 面 以 ka 为 例 说 明之 . 这 时 ， 上述 Z 了 表示 a- 能 有 量 有 限 的 广 
义 函数 全 体 , 它 就 是 a- 能 量 有 限 的 复 测度 全 体 以 相互 能 量 1o(y, v) 
为 内 积 的 准 Hilbert 空间 的 完备 化 . 若 把 Zz 中 那些 支柱 包含 于 RR” 
的 紧 子 集 天 的 广义 函数 全 体 记 作 Zx ,那么 是 二 的 子 Hilbert 空 
间 , Te Zz 到 Zx 的 投影 7' 存在 且 唯 一 , 上 且 UrooO = U7 Oo 在 天 的 
内 部 K 上 几乎 处 处 处 成 立 . 这 时 7! 称 为 广义 函数 7 到 紧 集 下 
的 扫除 . 

又 ,对 满足 U(x) =1 在 好 成 立 的 中 元 素 T (这 样 的 T 必 存 
在 ) 其 扫除 T ”是 Zx = {1)} 中 使 | Ti -T 下 达到 极 小 的 唯一 解 ， 
称 此 T" 为 K 上 的 平衡 分 布 ,又 称 | TT 外 为 天 的 谱 测度 . 当 0 <a 
< 2 ,它们 分 别 与 把 k。 看 成 一 般 核 时 的 容量 测度 和 a -容量 一 致 ; 
而 当 cx >2 时 , 前 面 已 说 过 , 关于 测度 的 扫除 问题 一 般 无 解 , 但 这 
里 则 用 广义 函数 的 扫除 解决 了 . 

特别 ， 对 广义 函数 核 己 ( 当 c =2 时 的 ko)，Z 中 广义 函数 了 
的 位 势 U7 称 为 广义 函数 的 Newton 位 势 , 它 是 RI(N>3) 上 的 BLo 
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函数 且 
HTP=(4n) Flerad U CF dx ; 

反之 , 任何 一 个 Bio 函数 几乎 处 处 等 于 某 个 广义 函数 的 Newton 
位 势 . 这 里 所 谓 BL 函数 指 的 是 从 R" 到 [ - ,四 的、 满足 下 面 
条 件 的 函数 /: 

(1) 在 几乎 所 有 平行 于 坐标 轴 ox, (i= 1,2,…, 入 ) 的 直线 上 , f(x) 
是 x 的 分 量 % 的 绝对 连续 函数 ; 

在 RY 上 ,DFJ= |gradf 0) |? dx <%: 

Glim r -0 fs, fdo0) =0. 


8 11.7 理想 边界 理论 


1， 一 般 抽象 边界 


在 非 空 集合 Q 上 赋予 拓扑 +t. 设 7 是 非 空 指标 集 ， 若 对 每 个 
i e 7， 对 应 着 由 一 族 开 集 组 成 的 一 个 滤 基 多 , 则 在 QUI 上 存在 
满足 下 述 条 件 的 拓扑 Ti 
(D Ti 在 Q 的 诱导 拓扑 正好 是 人 +， 
(2) 对 任意 i e 1,i 的 邻 域 与 9 的 交 全 体 构成 Q 上 的 由 名 
生成 的 滤 子 ( 即 i 的 每 个 邻 域 与 Q 的 交 必 包含 及 的 某 个 成 员 )， 
于 是 , 关于 Y， ，7 了 是 Q 的 边界 , 称 之 为 Q 的 抽象 边界 . 这 
样 的 拓扑 中 有 最 细 者 , 它 使 得 Q 为 开 集 , 在 1 上 的 诱导 拓扑 是 离 
散 的 且 多 中 的 集 与 i 之 并 全 体 构成 i 的 邻 域 基 . 又 , 在 使 Q 为 
开 集 的 上 述 拓扑 中 最 粗 者 记 作 rw。 (Q, 为 Hausdorff 空间 , 则 
(QZ rw ) 是 Hausdorff 空间 的 充 要 条 件 是 : a) (Q，t) 为 


374 


Hausdorff 空间 ; 且 b) Vi s 1, Vx e Q,x 在 (Q,?) 有 一 个 邻 域 U 与 
玉 菜 个 成 员 V 不 相交 ; 且 c) vi,j el1,izxj, 存在 Ue 岛 ,Ve 岛 ， 
使 得 U 与 V 不 相交 . 


2， 极 小 细 边 界 与 极 小 细 拓 扑 


设 (Q, ?) 为 拓扑 空间 (Q # 儿 ), 一族 从 到 [0, %) 的 连续 函数 
组 成 的 凸 锥 V(V 包 含 常 值 函 数 0) 和 一 族 从 QQ 到 [0, %] 的 下 半 连 续 
函数 组 成 的 凸 锥 P 分 别称 为 抽象 调和 锥 和 位 势 锥 ， 指 的 是 它们 
满足 下 面 两 个 公理 : 

ueV，peP 有 目 usp 蕴涵 u=0; 

ue ve Y=V+P={h+plhedy,pen) 沁 inf {u, v} 
ery. 

例 ， Green 空间 上 的 正 调 和 函数 全 体 记 作 ?Y ， Green 位 势 全 
体 记 作 P(wog Pp), 则 VV 与 P 满足 上 二 公理 ， 分 别 为 调和 锥 与 
位 势 锥 . 

多 中 的 元 素 h (h zx 0) 称 为 极 小 调和 函数 指 的 是 ， 对 是 任意 
u eV u<h 蕴涵 存在 正 的 常数 a 使 得 x = ah .在 向 量 空间 Y -Y 
中 ，% 是 一 个 正 子 锥 ，hz#0 为 极 小 当 且 仅 当 及 ={ah| a>0} 为 
凸 锥 9 的 极端 母线 . 若 规 定 : hi 等 价 于 户 为 存在 c> 0 使 证 = a 
hy ， 则 可 把 及 它 看 成 h 的 等 价 类 . 极 小 ( 正 ) 调 和 函数 的 概念 原 系 
Martin R S 于 1941 年 引入 的 ， Brelot M 等 人 在 抽象 空间 上 加 以 
发 展 ， 关 于 抽象 锥 的 研究 已 发 展 成 专门 的 H- 锥 理论 ( 见 [5] ). 

设 An#0) 为 极 小 调和 函数 ,Q 的 子 集 E 称 为 关于 hh 为 瘦 ( 亦 
称 极 小 瘦 ) 指 的 是 关于 凸 锥 z ，h 到 EE 的 缩减 函数 RExh ,或 
等 价 地 , 存在 p e P 使 得 在 E 上 有 p>h 成 立 . 集 族 { Q\E|E 关 
于 hh 瘦 } 构 成 一 个 滤 子 F， ,与 h 等 价 的 极 小 调和 函数 加 所 对 应 
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的 滤 子 Fri= 2 ， 因 此 每 个 等 价 类 有 对 应 唯一 的 滤 子 mr ， 于 是 ， 
车 的 把 及 全 体 记 作 了, 它 在 上 段 意义 下 的 抽象 边界 称 之 为 Q 的 极 
小 边界 ， 它 也 是 Q 在 下 段 所 谓 极 小 细 拓 扑 下 的 边界 . 

Q 上 相对 于 凸 锥 @ := ZU {+teo} 的 细 拓 扑 记 作 T. 那么 图 
中 的 元 素 都 是 v- 开 集 . 在 Q w 7 中 关于 滤 子 族 {2 } 产生 的 、 使 
7 成 为 抽象 边界 、Q 成 为 v- 开 集 、 在 Q 的 诱导 拓扑 为 细 拓扑 + 
的 诸 拓 扑 中 最 粗 者 rw 称 为 极 小 细 拓 扑 ， 关 于 rw , 从 Q 内 到 边界 
点 有 的 上 、 下 极限 与 关于 滤 子 2 的 上 、 下 极限 一 致 . 若 "是 
Hausdorff 的 ， 且 V x e Q, 存在 一 个 位 势 p 使 得 p(x) > 0, 则 式 ， 
也 是 Hausdorff 的 . 


3，C0 紧 致 化 与 理想 边界 


在 实用 中 , 常 据 所 考虑 的 函数 族 的 性 质 来 引信 边 界 且 保证 原 
空间 附加 边界 后 为 紧 的 . 著名 的 Constantinescu-Cornea 定理 给 
出 了 统一 处 理 常用 的 紧 致 化 的 办 法 : 若 Q 是 非 紧 的 、 局 部 紧 的 
Hausdorff 空间 ，y 是 一 族 从 Q 到 [ - w%w，w%] 的 连续 函数 ， 则 存在 
唯一 ( 至 多 相差 一 个 同 胚 ) 的 紧 空间 名 满足 : 

1) Q 在 人 中 稠密 且 为 开 集 ; 

2) y 中 每 个 函数 了 能 延 拓 成 人 上 的 连续 函数 ; 

3) 广 全 体能 分 辩 A=@\Q 中 的 点 . 

A 称 为 Q 的 理想 边界 . 适当 选取 y ,可 得 到 位 势 论 中 常用 的 如 下 
紧 空 间 与 相应 的 理想 边界 : 

a) 当中 取 为 空 集 时 ， 人 为 Alexandroff 单 点 紧 致 化 ; 

b) 当 w 取 为 从 Q 到 [ - ,oo] 的 连续 函数 全 体 ， 人 为 Stone- 
Cech 紧 致 化 ; 
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c) 当 y 取 为 如 下 从 Q 到 ( - oo, oo) 的 连续 函数 全体 : 在 Q 
中 有 紧 集 放 使 得 Q \ KK 是 一 些 区 域 之 并 且 在 其 中 每 个 区 域 上 ， 
三 取 常 数值 ， 则 名 为 Kerekjarto-Stoilov 紧 致 化 ; 

d) 当 Q 是 2 空间 , 取 为 从 Q 到 ( - %, %) 的 、 连 续 的 BLD 
函数 全 体 时 ， 全 为 Royden 紧 致 化 ; 

e) 当 Q 是 E 空间 ,vy 为 d) 中 函数 族 的 一 个 子 族 ， 使 得 对 
其 中 每 个 函数 / ，Q 有 闭 子 集 万 使 得 f 在 Q \ Fy 里 调和 和 且 在 那 
些 于 有 jy 上 取 值 等 于 f 的 BLD 函数 的 Dirichlet 积分 中 ，f 达到 极 
小 , 则 所 为 Kuramochi 紧 致 化 ; 

其 中 c)、 d)、 日 三 种 紧 致 化 与 理想 边界 还 常用 于 研究 
Riemann 曲面 分 类 ， 聚 值 论 , HB 、HD 、HP 函数 ; “ ) 还 用 于 
研究 共 形 映射 . 此 外 , 还 有 f ) Wiener 紧 致 化 , 以 及 下 述 , 在 位 
势 论 中 最 重要 的 Martin 紧 致 化 . 

8) 当 @ 是 Green 空间 ,了 :={Kx)|y es Q), 其 中 KAx):= K(x, 
办 := G(x,y) /G(x, yo), yoe 2 是 任意 取 定 的 , G(x, y) 是 Q 的 Green 
函数 ,约定 Ko yo) = 1. 这 时 相应 的 CC 紧 致 化 空间 称 为 Martin 
空间 ，A:=Q\ Q 称 为 Martin 边界 . 一 般 说 来 ， 有 的 区 域 Q 的 
欧 氏 边界 0Q 与 A 全 然 不 同 , 只 是 当 Q 是 球 或 其 它 较为 正则 的 区 
域 (如 Lipschitz 区 域 ) 时 两 者 一 致 ; 对 尺 " 的 单 连 通 Green 区 域 
Q, A 等 同 于 Caratheodory 分 歧 边 界 . 

Martin 空间 0 是 可 度量 化 的 且 关 于 这 种 度量 为 完备 ; 也 可 通 
过 在 Q 中 先 引 入 一 个 与 K(x, y) 有 关 的 度量 ， 使 其 对 应 的 拓扑 与 
原 拓扑 等 价 ， 再 由 关于 这 个 度量 的 完备 化 得 到 . 

在 Martin 空间 包 中 ， 对 Q 上 的 极 小 正 调和 函数 x ， 必 存在 
唯一 的 XeA 使 得 u(y) = u(yo)K(X ,y), 称 这 样 的 多 为 A 的 极 小 点 . 
极 小 点 全 体 记 作 Ai， 它 是 一 个 Gs 型 集 . 利用 Choquet 关于 紧 凸 
集 的 极端 点 定理 容易 给 出 下 述 Martin 积分 表现 定理 的 简单 的 证 
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明 : 对 Q 上 的 任何 非 负 调和 函数 x ， 必 存在 唯一 的 、 分 布 在 Ai 
上 的 Radon 测度 4w 使 得 

uy)= [KC NW du yeQ. 
上 式 也 称 为 Martin-Choquet 积分 表现 ; 其 右 端 是 双 层 位 势 的 推 
广 ， 当 Q 为 Re 的 球 时 ，K(X, yy) 就 是 Poisson 核 . 其 实 ， Martin 
边界 原来 就 是 为 了 把 Poisson 积分 表现 推广 到 一 般 区 域 的 正 调和 
函数 的 情形 去 而 设计 的 . 

对 Martin 边界 同样 可 考虑 Dirichlet 问题 . 可 把 Q 上 的 细 拓 
扑 延 拓 成 Q ww Al 上 的 极 小 细 拓 扑 ， 可 类 似 地 定义 边界 点 的 正则 
性 ， 比 较 瘦 的 性 质 ， 讨 论 函数 的 边界 值 问题 (参见 § 11.4 所 述 
Fatou-Doob 定理 ) . Martin 边界 可 翻译 成 概率 的 语言 并 在 随机 过 
程 论 得 到 应 用 和 推广 . 

Martin 紧 致 化 有 许多 推广 的 形式 . 特别 ， 对 相当 广泛 的 一 类 
二 阶 椭圆 型 方程 ， 可 用 它们 在 R*( 甚至 一 些 N 维 流 形 ) 的 区 域 
上 的 Green 函数 G'(x, y) 代 替 通 常 Green 函数 ， 得 到 与 该 方程 某 族 
极 小 正解 相关 联 的 Martin 边界 A ( 有 时 称 作 椭圆 Martin 边界 ) 
及 极 小 点 集 Ai ， 并 可 进而 研究 A' 与 A 及 其 它 理想 边界 的 关系 
等 . 特别 ， 对 二 阶 自 共 箔 椭圆 方程 (或 Schroedinger Equaqtion ) 
Lu=Pu (这 里 L 表示 Laplace 算 符 ，P >0 是 局 部 Hoelder 连续 
函数 或 者 可 测 函数 ， 或 者 更 一 般 地 ， 一 个 测度 ) ， 考 虑 Riemann 
曲面 的 端 Q 上 的 、 于 相对 边界 上 取 值 为 0 的 正 ( 即 非 负 ) 解 族 ， 
用 Al 表示 盖 在 理想 边界 上 的 Martin 边界 的 极 小 点 集 , 把 Ay 的 基 
数 称 为 椭圆 维 数 ( 它 是 Heins M 调和 维 数 这 一 概念 的 推广 ) ， 
记 作 dim 已 ， 日 本 Nakai M 等 学 者 在 一 些 特殊 的 端 ( 例如， 从 
单位 圆 盘 控 去 一 点 ) 上 对 dim P 的 值 域 与 密度 P 的 关系 做 了 许 
多 研究 . 国内 也 有 人 在 一 般 的 端 上 探讨 了 盖 在 理想 边界 5 上 的 
椭圆 Martin 边界 及 dim P 与 5 的 关系 ( 见 [51-53]). 
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§ 11.8 Abel 群 上 的 位 势 论 


本 节 均 设 碟 是 一 个 局 部 紧 的 Abel 群 ( 简 记 为 LCA 群 ) 用 区 
上 的 测度 作为 位 势 核 ,以 所 谓 “ 粗 ”的 观点 给 出 相应 的 位 势 原理 . 
限于 篇 幅 ， 此 处 仅 给 基本 概念 和 主要 结论 . 详 见 文献 [75]. 

本 节约 定 的 其 它 记 号 有 : 

:区 的 对 偶 群 ; 

CCO:X 上 连续 的 复 值 函数 全 体 ; 

CuC0: COO 中 有 界 函 数 全 体 ， 赋 予 范 数 

II= sup{| fA)| | xeX }; 

Co00: CO 中 在 无 的 无 穷 远 点 以 0 为 极限 的 函数 全 体 ， 范 数 
同上 . 

C.(X): COO 中 具有 紧 支 柱 的 函数 全 体 ， 范 数 同上 . 

MO0:X 上 的 、 带 ( 符 ) 号 (的 )Radon 测度 全 体 所 成 线性 空间 . 

Mi(: 万 上 有 界 、 带 号 Radon 测度 全 体 之 线性 空间 . 

Ms: 天 上 具 紧 支柱 的 、 带 号 Radon 测度 全 体 之 线性 空间 . 

Q@x: XY 上 的 Haar 测度 . 

ex: 集中 在 xeX 的 单位 正 测度 ， 即 在 x 的 Dirac 测度 

广 : 4 Ee Mo(X) 的 Fourier-Stieltjes 变换 ， 即 

大 (站 = [Gn dp ,rr el, 其 中 (x, 7) =r (x). 

若 WCW，Ci) 分 别 表示 MC0，CCO 的 线性 子 空间 ， 则 用 
c (CC0,CICO) 表 示 M(C0 中 的 弱 拓扑 ， 即 WO 中 的 测度 网 
(La)aeA 弱 收 敛 ( 依 弱 拓扑 收敛) 于 A 当 且 仅 当 Jim(ja ,f)= (4 了/) 
对 任意 fe Ci(C9 成 立 ( 其 中 (4 了) 表示 f 关于 测度 w 的 积分 ， 以 
前 我 们 记 作 A ( 了 ),， 本 节 采 用 文献 [75] 的 记号 ) . 特别 ， 弱 拓扑 
o(MX)，Ce( 加 0) 称 为 MD 中 的 浑 拓扑 (参看 8$ 2.8); 弱 拓扑 
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ce00,CoC0) 称 为 Bernoulli 拓 扑 ; M0 中 的 测度 网 (jia)aea 浑 收 
敛 于 4 记 作 m 二 4. 用 做 + 0) 表示 WW (入 中 的 正 元 素 子 集 , 那么 
Mi; (0) 中 的 测度 网 (ya)aea 按 Bernoulli 拓扑 收敛 于 pe NH; (9 的 
充 要 条 件 是 a 二 4 且 有 lim jdX)= p(X). 


1， 迁移 卷 积 半 群 与 位 势 核 


若 (4),>oC Ni (X) 满足 如 下 条 件 : 

DVv>0, pu(Xs1; 

2) Vt,s>0 ,ph*AUs= Mrrs; 

3) 当局 0. 时 , j= eo0. 
则 称 测度 族 (4) ,>, 是 XX 上 的 一 个 浑 连续 卷 积 半 群 ， 下 面 关 系 式 

Hi,(r)=exp(~ tn),t>0,reT 
确定 了 XX 上 的 卷 积 半 和 群 U ), >。o。 与 上 的 连续 负 定 函数 vy 之 间 
的 一 对 一 对 应 , 称 y(n) 是 与 (4 ) >。 相 关联 的 . 又 , 对 正 数 入 ， 
定义 XX 上 的 正 测度 px : 
(psf):=Je (pu fdt, fec(W. 
称 测度 族 (p,) >o 是 卷 积 半 群 (14),>o 的 预 解 族 (resolvent). (px))>o 满 
足 预 解 方 程 
Pa -Pua=—(% ~ Hp pp. 
设 0wu )>o 是 卷 积 半 群 , 若 『3 wdt 的 浑 积 分 存在 ， 即 
(uf)d<%o, VeC0, 

则 称 此 半 群 是 迁移 的 或 非常 返 的， 这 时 Hp 一 0 (二 %) .着 (441)>0 
不 是 迁移 的 ， 则 称 为 是 常 返 的 . 

若 (14,),>o 是 一 个 迁移 卷 积 半 群 , 则 称 测度 k:= 1 psdt ( 若 存 
在 的 话 ) 是 位 势 核 . 

对 于 一 个 测度 vy , 记 D'( v) := fclvvc 存在 , ce MiC0}. 
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对 D'(x) 中 的 测度 o, 称 k sc 为 o 的 x -位 势 . 

设 pe Mi (0), 4(X) < 1 上 且 级 数 寺 2,A” 浑 收敛 , 这 里 4" 表 
示 A 的 n 重 着 积 ,4"= 名， 则 称 k: = Z>。w” 是 由 /确定 的 基本 
核 . 它 是 由 4 确定 的 卷 积 半 群 (e" .e'“), > 0 的 位 势 核 . 另 一 方面 ， 
若 已 知 k 是 位 势 核 , 则 对 任意 实数 1> 0 ， ?hk + 乌 是 由 4 pz 确定 
的 基本 核 , 即 和 +&@=2 (Ap)”. 

对 一 个 正 测度 k, 车 存在 多 的 单位 元 0 的 一 个 紧邻 域 其 多 及 
满足 下 述 四 个 条 件 的 基本 测度 网 (a,), ee , 则 称 k 是 一 个 完全 核 
(perfect kernel): 

Do,0s!1; 


2)o,eD'(k), xk*#*o<Srk 有 x#o,xK; 
3) 在 v 的 余 集 上 有 ,x * av=k; 


4)k* av 之 0(0 一 oo) . 


每 一 个 完全 核 都 是 位 势 核 ; 反之 , 每 个 位 势 核 都 是 完全 核 . 
2， 超 过 测度 与 不 变 测度 


若 eD*() 满足 jx < (相应 地 p46 = &), 则 称 是 pr 
上 调和 测度 (jx 调和 测度 ). 志 上 的 Haar 测度 wx 是 上 上 调和 测度 . 
当 且 仅 当 ws CO0 = 1 时 , Wx 是 pr 调和 测度 . 

设 (4),>o。 是 七 上 的 卷 积 半 群 , # 是 正 测度 . 若 V> 0 ， 是 
A -上 调和 的 (w -调和 的 ), 则 称 & 关于 (4 ), >。 是 超过 测度 (不 变 
测度 ) Haar 测度 wx 是 超过 测度 . 当 且 仅 当 上 是 概率 测度 时 ， 
人 @x 是 不 变 测度 . 又 , 若 k 是 位 势 核 , 则 Yo e D*( kx), o 的 kx- 位 势 


x * 0 是 超过 测度 . 当 且 仅 当 c= 0 时 k*c 是 不 变 测度 . 对 于 每 
个 超过 测度 5, 下面 Riesz 分 解 式 成 立 : 
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ES=K#0+N, 
其 中 oc e D'(x) ，7 是 不 变 测度 . 每 一 个 超过 测度 是 一 个 单调 增 
加 的 位 势 网 的 浑 极限 . 
设 G 是 开 集 ,上 是 超过 测度 ,那么 测度 
Rs :=inf {w|A 是 超过 测度 且 在 G 上 4 >6} 
称 为 < 在 G 上 的 缩 简 测度 (reduced measure). Re 也 是 一 个 超过 测 
度 ,R* < 上“ 上 且 在 G 上 有 R* = ， 它 的 Riesz 分 解 式 
Rs =K*O+ 用 7, 
满足 supp(o) cG . 若 G 是 相对 紧 的 开 集 ， 则 R* 是 一 个 位 势 ; 
特别 ， Re, 是 一 个 位 势 , 故 存在 唯一 的 oo s D'(k) 使 得 R2, = 
Ky OO ， 


对 于 相对 紧 的 开 集 G 及 由 RS、= k* op 所 确定 的 唯一 测度 co， 
称 cap(O)=fdoc 为 G 的 k- 容 量 . 


3， 基 本 原理 


3a. 扫除 原理 ( balayage principle ) ” 设 x 是 一 个 测度 ,je 
D'(o , G 为 开 集 ， 若 4' se D'(x) 且 满足 下 面条 件 ， 则 称 J ' 是 / 
在 G 上 的 k -扫除 测度 : 

1A' 的 支柱 suppU)cG ; 

2)KyH'SK*H ; 

3)Ks*u'lo=krulc . 

关于 测度 k ， 若 对 任意 e NH! (0 及 任意 相对 紧 开 集 G ，/ 
在 G 的 k- 扫 除 测度 都 存在 ， 则 称 为 x 满足 扫除 原理 . 若 对 开 集 
G 去 掉 “ 相 对 紧 ” 的 限制 , 则 称 k 对 所 有 开 集 满 足 扫除 原理 . 
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b. 控制 原理 ( domination principle ) VsgecCclCoO, 若 
K#/(x) < Kk *g (x), x € SO), 
药 涵 该 不 等 式 在 XX 上 成 立 , 就 称 x 满足 控制 原理 . 
c. 完全 极 大 值 原理 ( complete maximum principle ) 
vipgeC:(X), ve>0, 车 
Kk#f/(x)<Kk*#g(r)+e , xe Sf/), 
药 涵 该 不 等 式 在 XX 成 立 , 就 称 x 满足 完全 极 大 值 原理 . 
d. 正 质量 原理 ( principle of positivity of mass ) 
Vvhn, We D'(x), 若 
KAI < K#/4 
蕴涵 Ln(X) < yw(X) ,就 称 x 满足 正 质量 原理 . 
e. 平衡 原理 ( equilibrium principle ) 若 对 每 个 相对 紧 开 集 
G, 存在 1= 4ce D'(x) 满 足下 述 条件 : 
Dsupp (WG; 


2) Kk#A4< Ox ; 


3)k*4= wx 在 G 上 成 立 ， 
则 称 k 满足 平衡 原理 , 这 时 4 称 为 G 的 k- 平 衡 分 布 . 
工 电容 器 原理 ( condenser principle ) ” 设 G| ，G; 是 开 
集 , Gn @=G 且 GI 为 紧 集 , 则 存在 pn ,jw es D'(x) 使 得 
:三 K#(11 - Jn) 满足 
0sésor 
2) E= wx 在 G1 上 成 立 ; 
3) 5£=0 在 G， 上 成 立 ; 
4) suppUn ) EG, ，suppUa)cG， . 
这 个 性 质 称 为 电容 器 原理 . 
位 势 核 k 满足 上 述 六 个 原理 . 
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4，Levy-khinchin 公式 


设 (w ),>。 是 蕊 上 的 卷 积 半 群 , 则 针 \{0} 上 的 正 测度 网 
(trevton) >o 

当 1 30 时 浑 收敛 于 X\ {0} 上 的 一 个 正 测度 jp 称 jy 为 关于 (1 ) ,>o 
的 Levy 测度 . 

无 的 对 偶 群 F 上 一 个 复 值 函 数 y 成 为 一 个 具有 对 称 Levy 测 
度 的 连续 负 定 函数 的 充分 必要 条 件 是 
(人 y=etil() +qn + vol - Ren)duco，reT， 
其 中 常数 c > 0, /是 T 的 连续 实 值 同 态 , i 是 虚数 单位 ，g 是 F 上 
非 负 连 续 二 次 型 , y 是 XX\ {0} 上 的 正 对 称 测度 且 满 足 

fanwd - Re (km)du(xz)<o， re 工 ， 

并 且 c ,1,g ,4 由 Ww 唯一 决定 , 即 c= (0),1= Iay ,0 是 关于 中 的 


Levy 测度 , q() = limwa 半 加 从， < 工 方程 (0) 称 为 Levy- 


m 
Khinchin 公式 . 


5，Hunt 核 


比 位 势 核 更 一 般 的 核 有 Hunt 核 , 它 指 的 是 满足 下 条 件 的 正 
测度 k=J2 psdt: 

Duo= eo 

2)Vi,s>0 ,pr#ps=Mrrs ; 


3) HAs (ts) 
Hunt 核 也 满足 扫除 原理 以 及 推广 的 电容 器 原理 等 位 势 论 基 


本 原理 . 
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第 十 二 章 “扫除 空间 位 势 论 


本 书 的 第 四 至 第 九 章 已 较 详 细 地 介绍 了 公理 体系 的 一 种 最 
基本 、 最 重要 的 形式 一 ,调和 空间 位 势 论 . 本 章 将 介绍 它 的 一 种 
直接 的 发 展 形式 一 扫除 空间 位 势 论 . 另外 几 种 公理 位 势 论 将 
在 下 一 章 略 述 . 

我 们 已 看 到 , 调和 空间 是 由 对 某 一 类 微分 方程 的 解 的 性 质 
的 研究 而 引入 的 ,其 对 应 的 Markov 过 程 总 有 连续 的 轨道 . 但 是 
轨道 是 否 连 续 这 对 Markov 过 程 的 位 势 论 并 没有 起 重要 作用 . 而 
且 ， 甚 至 在 调和 空间 中 , 位 势 (包括 上 调和 函数 ) 所 起 的 作用 比 
调和 函数 更 为 重要 . 并 且 , 由 连续 位 势 组 成 的 凸 锥 起 了 决定 性 的 
作用 ， 这 在 更 为 一 般 的 框架 中 也 成 立 . 

从 这 种 观点 出 发 , Bliedtner J 与 Hansen W 把 Mokobodzki G- 
Bony D S 关于 概率 位 势 论 的 研究 与 Constantinesca C-Cornea A 关 
于 调和 空间 的 研究 所 采用 的 方法 结合 起 来 ,并 进而 引 人 扫 除 空 
间 的 概念 . 这 一 概念 不 仅 可 以 阐明 分 析 位 势 论 与 概率 位 势 之 间 
的 联系 ， 而 且 为 扫除 理论 提供 了 一 个 清楚 而 又 直接 了 当 的 表达 . 

在 基地 空间 具有 可 数 基 的 假定 之 下 , 调和 空间 成 了 扫除 空 
间 的 特殊 情形 . 而且 在 四 至 九 章 叙 述 的 调和 空间 的 主要 性 质 都 
可 在 扫除 空间 中 得 以 保持 . 特别 , 不 同类 型 的 Dirichlet 问题 可 以 
用 一 个 精巧 的 方法 统一 处 理 . 这 种 扫除 空间 理论 的 一 个 有 决定 
意义 的 新 优点 是 , 它 把 Riesz 位 势 与 Markov 链 当成 了 扫除 空间 的 
标准 例子 ， 从 而 也 就 把 它们 的 位 势 论 包含 了 . 因此 ， 它 确实 比 调 
和 空间 前 进 了 一 步 . 
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以 下 均 设 作为 一 个 拓扑 中 具有 可 数 基 的 、 局 部 紧 Hausdorff 
空间 . 


§ 12.1 扫除 空间 


设 W 是 由 X 上 的 、 正 的 、 下 半 连 续 函 数组 成 的 一 个 凸 锥 ， 如 
§ 11.4 所 说 ，W¢ 细 拓扑 (简称 细 拓 扑 ) 是 使 得 W 中 每 个 函数 都 
连续 的 最 粗 拓 扑 . 就 像 § 6.1 一 样 ， 可 以 证 明 : 

引 理 12-1-1 XX 中 每 一 个 点 x 有 一 个 由 紧 的 ( 原 拓 扑 下 )、 细 
邻 域 构成 的 邻 域 基 ; X 赋 予 细 拓 扑 之 后 成 为 一 个 Baire 拓扑 空间 . 
口 

这 保证 了 W 中 的 两 个 函数 若 除 了 一 个 细 贫 集 ( 即 细 拓 扑 下 
的 无 处 稠密 集 ) 外 相等 ， 则 必 恒 等 . 

定义 ”对 上 述 % 若 下 面 四 个 公理 满足 , 则 称 (X, W) 是 一 
个 扫除 空间 . 

(B1) W 是 c- 稳 定 的 , 即 w 中 任何 单调 增加 列 的 极限 函数 仍 属 
于 Ww; 

(B2) (下 定向 公理 ) 对 w 的 任何 子 集 V ,其 下 确 界 消 数 ”g:= 
infy 关于 细 拓 扑 的 下 半 连 续 正 则 化 g 仍 在 Ww 中 . 

(B3) (自然 分 解 公理 ) 若 u,f,g eW 使 得 ws<f+g，, 则 存在 
vywew 使 得 

u=v+t+w,v<f 有 wseg. 
(B4) 存在 一 个 函数 锥 ( 见 § 1.4) Pc C'(X) 使 得 
W=Z(P):={ u| 存在 中 的 单调 增加 列 收敛 于 w}. 

可 以 证 明 , (B2) 保 证 了 对 Ww 的 任何 子 集 多 inf Y 关 于 细 拓 扑 

的 下 半 连 续 正 则 化 与 关于 原 拓扑 的 下 半 连 续 正 则 化 一 致 昌 集 
{infy < infy} 
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是 细 贫 集 . 

在 Ww 满 足 条 件 (B2) 的 前 提 下 ,条 件 (B3) 是 W 成 为 位 势 锥 
( 见 § 1.4) 的 一 个 充 要 条 件 . 

定理 12-1-2 当 (和 w ) 满足 (B1)、(B2) 及 (B3) 时 , 条 件 
(B4) 等 价 于 下 面 两 个 命题 中 的 任 一 个 : 

命题 1 设 

2 :={pe Wn COO|w An CO 中 存在 一 个 
严格 正 的 函数 "使 得 Le Co OO)}. 


则 2 是 一 个 函数 锥 ,满足 关于 有 限 个 元 素 取 min 运 算 封 闭 上 且 Z(P) 
= 其 中 

CoCOO:={re COO| vs >03X 的 紧 集 天 使 得 由 <s 在 和 天 成 立 }. 

命题 2 W 是 线性 分 离 的 ( 见 $ 8.3); 存 在 严格 正 的 函数 p ,v 


ewn cw 使 得 上 e Co (2) 且 每 个 we Ww 满足 : 


u=sup{ve WNCOA) |vsu}. 口 
把 这 一 结论 应 用 于 预 解 族 与 相应 的 半 群 得 : 
定理 12-1-3 ” 设 V:=(Ve)s>o 是 X 上 的 一 个 子 Markov 预 解 
族 , 那么 ( 和 % Ev ) (Ev 定义 见 § 8.2) 是 一 个 扫除 空间 当 且 仅 当 下 
面 两 条 件 同时 满足 : 
(1) 对 每 个 fs KO 有 lim a Vaf=/; 
(2) Ev 是 线性 分 离 的 且 存 在 严格 正 的 函数 fg es Ev 人" CO 
使 得 f/g e Co (加) 且 对 每 个 we Ey 有 : 
u=sup{v e EvyN COO) |vsu}. 
进一步 , 若 (X，Ev) 是 扫除 空间 ， 则 对 每 个 既是 细 开 集 又 是 
Borel 集 的 G 及 每 个 xs G 都 有 lim aVa(c 6) =1 
特别 , 1 e Ev 且 Ey 是 Sv 中 所 有 细 下 半 连 续 函 数 全体 . 口 
推论 12-1-4 设 P :=(P,),>o 是 X 上 的 一 个 子 Markov 半 群 ， 
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那么 (X, Ep) 成 为 一 个 扫除 空间 当 且 仅 当 下 面 两 条 件 都 成 立 : 

(1) 对 每 个 fs KCO， lim Pf=/; 

(2) Ep 是 线性 分 离 的 且 存 在 严格 正 的 函数 太 g s Ep 个 CO 使 
得 f/g e Co(X), 并 对 每 个 we Ep 有 

u=sup {ve Ep NCO) |vsu}. 

进一步 ， 若 (X, Ep) 是 扫除 空间 ， 则 对 每 个 既是 细 开 集 又 是 

Borel 集 的 G ， 对 每 个 re G 有 
lim P(x, G)= 1. 

特别 , 1 e Ep 且 Ep 是 Sp 中 所 有 细 下 半 连 续 函 数组 成 的 集 . 
口 

例 1 设 P 为 RM 上 的 Brown 半 群 ( 见 § 8.0),， 则 (RX%, Ep) 是 
一 个 扫除 空间 且 满 足 . 

a) 每 个 非 空 的 细 开 集 若 为 Borel 集 ， 其 入 维 Lebesgue 测度 
必 为 严格 正 的 ; 

b) R" 的 每 个 可 数 子 集 都 是 细 闭 的 , 特别 , 只 有 Re 的 有 限 子 
集 是 细 紧 的 . 

例 2 用 蕊 表示 及 上 的 平移 半 群 ($ 8.1), 那么 (R', En) 是 一 
个 扫除 空间 . 

例 3 离散 位 势 论 : 设 X 是 一 个 赋予 离 散 拓扑 的 可 数 集 ， 对 
龙 上 的 一 个 子 Markov 核 P 及 每 个 实数 1> 0, 令 

Pi :=e 二 2ote(tD)- P ,那么 P=(P,),>o。 是 一 个 Markov 半 群 

县 满足 Ep= Sp, 称 此 PP 为 伪 Poisson 半 群 . 那么 , 若 Ep 能 分 离 X 
中 的 点 , 则 (X, Ep) 是 一 个 离散 的 扫除 空间 且 1 e Ep. 

注意 到 在 经 典 位 势 论 R"(N>3 ) 中 , 常数 1 是 上 调和 函数 且 
对 每 个 正 的 、 连 续 的 上 调和 函数 马 若 P es Co(R”), 则 p 是 一 个 
位 势 ; 因此 给 出 如 下 

定义 “在 扫除 空间 (X,W) 中 ， 对 于 一 个 函数 Ps Ww 站 C(X)， 
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车 存在 一 个 严格 正 的 函数 ve Wmm C(X) 使 得 pyv es Co( 芒 , 则 称 
Pp 是 上 的 一 个 连续 位 势 . 
下 面 用 P 表示 XX 上 的 连续 位 势 全 体 , 它 显然 是 一 个 凸 锥 且 
其 中 任 两 个 函数 的 下 确 界 函 数 仍 在 PP 中 , 并 有 Z(P) = W( 见 定理 
12-1-2). 令 
Po= {pe CX)| 存在 {pn}c P 使 得 p= 了 ps}. 
易 知 Ps 是 一 个 函数 锥 .又 令 
Cp(2):={9 es CLX) | 存在 p e PP 使 得 |q1<p}. 
相对 于 函数 族 W 定义 缩减 函数 (如 同调 和 空间 , 见 $ 5.1)， 
即 对 区 的 任意 子 集 4 及 从 4 到 [- om,o] 的 函数 太 
R71=W-R1I:=inftyeW|l Jsv 在 4 上 成 立 ); 
当 few 时 ， 则 还 可 以 表示 成 
R’ 二 inffve Wlv<f;v=/ 在 4 上 成 立 }; 
当 4= 区 时, R7 简 记 为 Rf. 
于 是 ， 有 下 面 主要 结论 : 
定理 12-1-5 ”关于 扫除 空间 (X, W)， 连 续 位 势 锥 史 是 含 于 W 
的 最 大 位 势 锥 且 P=Ps=W 站 CO0; 进一步 
P={peWn CX)| 当天 的 紧 集 天 增 大 为 元 时 ， 
R2 局 部 一 致 收敛 0}。 口 
类 似 于 调和 空间 , 对 ww ve Ww 及 实数 a>0 有: 
R4, =R4+R，R4=aR4 | 
USV RA<R’ 
因此 ,对 每 个 取 定 的 x e 多 4 c 系 从 玫 到 (0, m) 的 映射 
PDPR/(x) 是 PP 上 的 一 个 泛 函 , 具有 可 加 性 、 正 齐 性 及 单调 增加 
性 . 于 是 可 推出 
定理 12-1-6 XX 上 存在 唯一 的 测度 £4 使 得 对 每 个 pe 天 都 
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有 下 式 成 立 
Jpas =R4 GD， 


且 &4 的 支柱 在 4. 口 

定理 12-1-7 设 u 为 X 上 的 一 个 下 半 连 续 函 数 且 关于 下 
有 界 ( 即 存在 pe PP 使 得 u>- p) 

那么 下 面 三 个 命题 等 价 : 

(Duew; 

(2) judeec sx Go 对 每 个 xeXX 及 x 的 每 一 个 开 邻 域 G 成 
立 ， 

(3) 对 每 个 xs 大 及 zx 的 每 个 开 邻 域 G, 存在 在 G 的 子 集 及 
使 得 EY#& 目 fudi 作 <ul(x). 口 

推论 12-1-8 ”扫除 空间 (X, 护 具 有 截断 性 质 ， 即 对 万 的 每 个 
开 集 以 及 由 veW, 若 在 XU 上 有 zw>v， 则 如 下 定义 的 函数 w 
属于 W : 

w := inf {u, v} 在 U; wi:=y 在 X\U. 口 

第 八 章 关 于 P- 调 和 空间 的 讨论 有 关 的 概念 都 可 以 平行 地 搬 
到 扫除 空间 ,并 且 可 得 出 如 下 重要 定理 , 它 建立 了 扫除 空间 (X, 
与 XY 上 的 子 Markov 半 群 的 一 对 一 对 应 关系 ， 

定理 12-1-9 ” 设 (X, 2 为 扫除 空间 且 1 e w. 又 设 pe Po 为 
严格 位 势 ( PP 表示 P 中 有 界 函 数 全 体 ). 那么 X 上 存在 唯一 的 子 
Markov 半 群 P := (P,) ,>o 使 得 Es =W 且 P 的 位 势 核 V 满 足 V1 = 
忆 而 且 V 正好 为 关于 p 的 位 势 核 . 进一步 ， 
PPD)cP P(KO)) Po(X) 且 P(CzOO)c Cr 

对 每 个 :>0 成 立 . 口 
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§ 12.2 扫除 空间 的 调和 结构 


受 经 典 位 势 论 中 Poisson 积分 及 其 在 上 调和 函数 研究 中 的 作 
用 ( 见 § 3.9 、§ 8.1 等 ) 的 启发 ,本 节 给 出 扫除 核 的 概念 ， 并进 
而 定义 的 调和 核 系 . 后 者 相当 于 调和 空间 的 双 扫 除 系 ( 见 8 4.6). 

先 用 XX 表示 具有 可 数 基 的 局 部 紧 拓扑 空间 . 

定义 设 U 为 的 开 集 ,XX 上 的 一 个 核 ( 见 §& 8.2)Hu 如 满足 
下 面条 件 ， 则 称 之 为 (相对 于 U ) 的 扫除 核 ; 对 x e U, Hu(x,U)=0 
且 对 xeX\U 有 Hou(x, U)= &. 用 下 表示 U 上 的 、 收 敛 于 某 个 
ze 6U 的 滤 子 , 若 Hu (x,* ) 沿 滤 子 下 浑 收敛 于 (参见 8 2.8) ， 
则 称 下 是 正则 的 . 否则 称 是 非 正则 的 . 

设 B 为 X 的 相对 紧 开 集 组 成 的 一 个 基 ， 又 设 (Ho)ve s 是 一 族 
扫除 核 . 对 无 的 每 个 开 集 及 用 *9G/( 甩 表示 六 上 所 有 正 的 超 调 利 
函数 构成 的 集 ， 即 

*H(V):={fe B'(X)| 了 在 了 下 半 连 续 且 VUe 8， 
当 U 的 闭 包 包含 于 V 时 必 有 Huf < 了/} 
用 S-( 内 表示 上 所 有 正 的 上 调和 函数 全 体 ， 即 

S'(V):={g emMN|vYUe BETVcV 有 Huglve CO); 

用 (了 凡 表 示 上 上 所 有 正 的 调和 函数 全 体 ， 即 

HN={hes'(VvUeBHBUcV 有 Hyh=h} 

={heB'(X)|hve CCW; Hyuh=h, vUe BUCN. 

定义 ” 若 上 述 扫除 核 族 (Hu)ves 满足 下 列 公理 , 则 称 之 为 调 
和 核 系 : 

(H1) 对 每 x eX 的 邻 域 基 {U|x e U e B } 作为 滤 子 收敛 于 
x 时 , {Hu(X, 兴 浑 收 化 于 6& 或 者 , 关于 + (Co 的 缩减 函数 Re 在 
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x 为 下 半 连 续 . 

(H2) 对 每 个 VUe 久 若 UcV 则 HuHv=Hy. 

(H3) 对 每 个 Ue BB 及 fe Bb(X), 当 f 有 紧 支 柱 时 满足 Hyf 
€ Boe(U). 

(H4) 对 每 个 Ue 2B 及 xs U 存在 一 个 Evans 函数 w, 即 w 
eH'(U) ,w(x)<% 且 对 U 上 每 个 非 正则 超 滤 子 有 limFw=%. 

(H5) *H(O 是 线性 分 离 的 ( 见 8 8.2) 且 存在 一 个 严格 正 的 函数 
so€ SX N CA. 

例 设 X 为 Re 的 一 个 开 集 (N > 1) 且 当 N < 2 时 补充 要 求 X 
是 相对 紧 的 . 设 B 是 所 有 闭 包 包含 于 X 的 开 球 B(a, 7) 组 成 的 集 族 ， 
对 每 个 U:= B(a, 7r) es B, 定义 一 个 扫除 核 Huy 如 下 : 

Huf (0):=|f Po (x)doo, (fe BCOxe U), 

其 中 Po, 是 B(a, r) 上 的 Poisson 核 . doo, 是 单位 正 质量 在 球面 
0B(a, r) 上 的 均匀 分 布 . 那么 , (Hu)ueB 是 XX 上 的 一 个 调和 核 系 且 
HU) 与 Y (DO 分 别 是 经 典 位 势 论 中 的 正 超 调和 与 正 调和 函 族 . 

下 面 设 (X, 劝 是 扫除 空间 , P 为 所 有 连续 位 势 所 构成 的 凸 锥 ， 
对 XX 的 任意 开 集 U 和 xe U, 令 : 

Hule,* )= E40 ， (0.0 

称 之 为 与 扫除 空间 相关 联 的 核 . 

仍 用 多 表示 尤 的 一 个 由 相对 紧 开 集 组 成 的 基 , 那么 有 下 面 
主要 结论 : 

定理 12-2-1 与 一 个 扫除 空间 (X, WD 相关 联 的 核 族 (Hu)ves 
是 XX 上 的 一 个 调和 核 系 , 它 所 对 应 的 、X 上 的 正 超 调和 函数 全 体 
#H' (和 =W 而 且 W 人 A CX)=S*(X) CW) ， 同 时 

P={peWn CO |inf{ REX|K 为 X 的 紧 子 集 }=0} 
={pewWNCOIVheRW,hsp=h=0}. OO 
下 面 我 们 将 证 明 相反 的 问题 , 即 证 明 任 何 一 个 调和 核 系 确 
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定 的 4Y'(X) 必 使 (X，*H'09)) 成 为 一 个 扫除 空间 且 有 (2.1) 式 成 
立 . 为 此 , 仍 设 (Hu )ues 是 具 可 数 基 的 局 部 紧 空 间 X 上 的 一 个 调 
和 核 系 , 用 U 表示 的 任 一 个 开 集 . 

先 给 出 由 (Hu)ves 所 确定 的 信 00), *H'(X), s*( 和 ) 及 所 具有 的 
一 些 基本 性 质 . 


(一 ) 收敛 性 质 

定理 12-2-2 ” 设 { 入 } 为 WY( 轧 中 的 一 个 单调 减少 列 ， 则 
inf h, e HU .OD 

定理 12-2-3 设 9 c 人 (UD) 为 一 个 下 定向 集 , 则 VV 中 存在 单 
调 减少 列 { jn} 使 得 infh, = infg 在 U 上 成 立 , 从 而 infg 在 U 中 
连续 . 若 Y 中 还 包含 一 列 { gw} 使 inf g, = infy 在 X\U 成 立 则 
infy eH'(UV). 口 


(二 ) 极 小 值 原理 与 簇 性 质 
仍 设 V 为 X 的 开 集 , 对 x e Vy， 用 N(x) 表示 x 的 一 个 邻 域 基 
使 得 其 中 每 个 成 员 Ue 罗 且 辽 c 及 定义 
*AN( 了 0) :={geB(X)1g 在 U 下 半 连 续 且 Vx e VYUe N(x) 有 
-< Hug(x) < g(x)} 
A (DD) = RDN( - Hn(D)) 
= {he BX)|he CA); Huh(x) = h(x), vx eV, YU Ee 
NO)} 
显然 , *Y (DC (RN) (DD) FD c (Ry) 
定理 12-2-4 ( 极 小 值 原理 ) 设 U 为 相对 紧 的 开 集 , g sxqv(I 
使 得 g>0 在 X\U 成 立 且 对 每 个 z e 0U 有 liminf g>0, 则 g >0. 
加 
定理 12-2-5 《tj (用 = HW) 有 (RN (NW) = 人 P(N . OO 
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这 说 明了 超 、 正 调和 函数 族 与 所 选 的 邻 域 系 N(x) 无 关 . 


(三 ) 下 半 连 续 正 则 化 

令 加 := {xe 针 |limu,ne) HAx,* )= &}, 其 中 NOO 是 ze 区 
的 一 个 邻 域 基 . 我 们 知道 ( 8 1.1.8 ) ，N(x) 看 成 滤 基 收敛 于 x. 

那么 有 下 面 

定理 12-2-6 设 9crHC0 ,8g :=infYV. 那么 g 的 下 半 连 续 
正则 化 ge*H0O0 且 在 X\ 加 上 有 8 =g ; 而 对 每 个 xe 各 有 

(x) = supvuen(y) Hi g(x) = limu No Hi g(x), 
其 中 
H, g: xb 了 sgO) Hu(x,dy). 

( 注 4:= HiAx,*， ) 是 一 个 测度 , HiAx, dy) 相当 du 0)). 口 

定理 12-2-7 若 es CC0 以 某 个 上 调和 函数 为 上 界 , 则 Rf 
e SO0mCOO; 而 且 对 每 个 满足 Hyuf>f 的 Ue 加 有 Huf= Rf. 
特别 , Rf 在 f 的 支柱 之 外 ( 即 关 于 XX 的 余 集 ) 调和 . 口 

于 是 对 每 个 se 4900, S*'(X) C(OW) 中 有 一 个 单调 增加 列 以 
s 为 极限 ; *H*(X) 的 任意 子 集 V 的 下 确 界 函 数 关于 原来 拓扑 的 下 
半 连 续 正则 化 与 关于 *%'(%)- 细 拓扑 的 下 半 连 续 正则 化 相等 . 

现在 进一步 考虑 由 调和 核 系 定义 的 位 势 . 

定义 ”一 个 函数 p e Ss'(X) 称 为 位 势 ， 若 常 数 0 是 p 唯一 
的 正 调和 劣势 函数 (下 属 ) . 

用 P(X) 表示 万 上 的 位 势 全 体 , 那么 这 种 位 势 与 调和 空间 中 
的 位 势 具 有 相同 的 主要 性 质 . 如 : 

定理 12-2-8 ”PCO 是 一 个 凸 锥 ; S*(X) 是 PC 与 HOCO 的 直 和 ， 
即 Riesz 定理 成 立 : 每 一 个 正 的 上 调和 函数 s 都 可 唯一 地 表示 成 

s=p+h, 


的 形式 , 其 中 p € P(X); 而 i 如 0 是 的 、 最 大 的 调和 下 属 . 口 
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定理 12-2-9 车 {pw} 是 POCO 中 的 一 列 函 数 且 忆 := | pn e 
FW, 则 pe PW. OD, 

下 面 考虑 P(X) 的 于 锥 PD, := P(X) CUX) . 显然 PD 关于 其 中 
有 限 个 元 素 取 下 确 界 运算 是 封闭 的 . 

进 一 下 可 推出 

定理 12-2-10 “P 是 一 个 函数 锥 且 

4#H (= ZP) = {ulu 是 Pp, 中 某 个 单调 增加 列 的 极限 }. 口 

从 而 可 推出 主要 结果 : 

定理 12-2-11 关于 XX 上 的 一 个 调和 核 系 (Hu)ues 确定 的 
4H 0 (% 4FH (加) 是 一 个 扫除 空间 且 对 每 个 xe Ue BB 有 

Hulx,* )= 2, 
即 (2.1) 式 成 立 . 口 

注 1) 用 @' 表 未 的 相对 紧 开 集 全 体 . 将 定理 12-2-11 与 
(2.1) 结 合 起 来 ， 可 把 (Hu)ves 延 拓 成 调和 核 系 (Hj)ver. 然后 ,由 
定理 12-2-5 知 ,对 XX 的 每 个 开 子 集 及 若 将 (Hu)ves 换 成 (Hi)vey ， 
则 上 的 所 有 正 超 调 和 及 正 调和 函数 族 不 变 , 从 而 正 上 调和 函数 
族 也 不 变 ,并且 XX 上 所 有 位 势 组 成 的 凸 锥 相对 于 调和 核 系 的 延 拓 
不 变 . 

同样 道理 , 若 B“"c 2B 是 XX 的 一 个 基 , 那么 用 (Hu)ver, 代替 
(Hu)ves 时 仍 有 同样 结论 . 

2) 因此 ， 本 定理 说 明了 一 个 扫除 空间 的 调和 核 系 唯一 确定 ， 
事实 上 , 若 (X, WW) 是 一 个 扫除 空间 , (Hu)ves 是 XX 上 的 一 个 扫除 核 
系 , 那么 ， 由 定理 12-2-1 知 *H'(X) = W ,而 且 本 节 定 义 的 P= 
POONCOD 就 是 (%, 0 中 的 连续 位 势 ( 全 体 构成 的 ) 锥 ,而 Ex 
由 PD, 按 (2.1) 式 来 定义 , 故 HiA(x, : ) 唯 一 . 
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§ 12.3 扫除 空间 与 调和 空间 


本 节 进 而 研究 扫除 空间 与 CC 意义 下 的 了 调和 空间 的 关系 . 

设 (X, 萝 是 一 个 扫除 空间 ，(Enues 为 一 个 调和 核 系 使 得 
HOC0 =W. 

定义 ”对 每 个 x e X, 用 ax 表示 测度 Em. 若 a = 0, 则 
称 x e 区 为 一 个 吸收 点 . 用 40 表示 针 中 吸收 点 全 体 所 成 成 之 集 . 

回顾 § 12.2 开头 定义 的 加 , 它 是 使 得 ax = & 的 点 全 体 ， 
此 AocX\ 加 . 

定理 12-3-1 对 xe% 下 面 四 个 命 等 价 : 


(2) 对 每 个 集 E, 当 x gE 时 f=0; 
(3) 对 x 的 每 个 相对 紧邻 域 U 有 Hu(x, * )=0; 
(4) 对 每 个 在 x 的 某 个 邻 域 调 和 的 函数 h>0，, 必 有 h(x) = 0. 


定理 12-3-2 1) 4o 是 闭 的 , 细 开 的 , 且 为 尤 的 离散 子 空间 ， 

2) 一 个 点 xeXX 为 细 弧 立 点 当 且 仅 当 Qa #6 .六 \ 加 为 细 弧 立 
点 全 体 ， 是 可 数 集 . 

3) 车 ue W,v 是 从 XX 到 [0, om] 的 映射 且 对 每 个 x e XX 满足 


Q (4) < vx) < ulx), 


则 vew. 口 

定理 12-3-3 设 P 是 XX 上 的 一 个 子 Markov 半 群 使 得 (X, Ep) 
为 一 个 扫除 空间 , 那么 对 每 个 x e 多 x 是 吸收 点 等 价 于 对 于 每 个 
1>0,P(x,X\{x})=0. 口 

定理 12-3-4 设 P 是 XX 的 一 个 子 Markov 半 群 使 得 (X, Ep) 是 
一 个 无 吸收 点 的 扫除 空间 ,又 设 xs Ep "COX). 车 有 某 个 :> 0 
使 得 Px=z 那么 :为 调和 函数 . 若 x 为 位 势 , 则 lim Puu=0. 
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因此 ,所 上 有 界 位 势 全 体 区 满足 
Po={g € Ep MN CX) | lim Pg =0}; 

而 有 界 正 调和 函数 全 体 

Hi OO0={hnsEpmCOO| 对 每 个 :>0,P,h=h} 

={he Ep Co(X)| 存在 1:>0 使 得 P,h=h}. 

但 是 当 XX 有 了 吸收 点 时 , 情况 可 完全 不 同 . 如 ， 当 XX 为 离散 

空间 , P 为 平凡 半 群 ， 即 P,=1( 恒 等 核 ) vt > 0 时 , 那么 
Pb=B; (2)={f eB;(X)| 对 每 个 :>0,P,f=f} 且 
#00={0}= {feB;, llimy Pf=0}. 

定义 ” 称 扫 除 空间 (X, 劝 具 有 局 部 截断 性 质 ， 如 果 对 XX 的 任 
意 开 集 U 及 任意 一 对 u,v e W， 当 wu>v 在 U 的 边界 上 成 立时 , 定 
义 函 数 w 使 得 

w 在 U 上 取 inf {wv} 的 值 , 在 X\U 取 v 的 值 ， 

则 w 必 在 W 中 . 

定理 12-3-5 ” 当 扫 除 空间 具有 局 部 截断 性 质 时 ,多 = 各 4o， 
即 元 的 一 个 点 为 细 弧 立 点 当 且 仅 当 它 是 吸收 点 . 口 

定义 一 个 扫除 空间 (YX, W) 称 为 是 BH(Bliedtner-Hansen) 调 
和 空间 ,如 果 (X, 2 具有 局 部 截断 性 质 并 且 XX 不 包含 任何 的 弧 立 
点 ; 或 等 价 地 (XW 具有 局 部 截断 性 质 且 没有 吸收 点 . 

前 面 我 们 已 经 假定 ，X 有 可 数 基 . 这 时 容易 验证 , , BH 调和 
空间 等 价 于 CC 调和 空间 中 的 了 调和 空间 . 

定理 12-3-5 下面 四 个 命题 等 价 : 

(1) (%,W) 具有 局 部 截断 性 质 ; 

(2) 对 天 的 每 个 开 集 了 及 每 个 xs V 有 

EY (X\OV)=0; 

(3) 对 每 个 x 的 相对 紧 开 邻 域 U, Hu(x, XX\6U) =0. 

(这 说 明 关于 U 的 扫除 核 Hy 作为 测度 ， 其 质量 集中 在 9U 上 ). 
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(4) 对 无 的 每 个 开 集 太 每 个 we*H'(U) 及 每 个 Borol 函数 vy， 
当 v=zx 在 以 上 成 立时 有 ve*%'(U). 
定理 12-3-7 设 1e% 则 下 面 两 个 命题 等 价 : 
(1) (WW 有 局 部 截断 性 质 ; 
(2) 存在 XY 上 的 一 个 子 Markov 半 群 P := (P),>。 使 得 Ep=W 
且 对 每 个 fs K(X) 有 lim +Pif 在 X\ S(/) 上 局 部 一 致 收敛 于 
0, 这 里 SC7) 表示 /的 支柱 . 口 
总 结 本 节 及 前 两 节 的 结果 , 得 到 关于 调和 空间 的 特征 如 下 : 
定理 12-3-8 设 w 是 X 上 的 数值 函数 组 成 的 一 个 凸 锥 , 1 e % 
则 下 面 三 个 性 质 等 价 : 
(1) 人 WW) 是 一 个 BH 调和 空间 ; 
(2)XY 上 存在 满足 下 面条 件 的 调和 核 系 (Hi)wes : 
a) HH =W; 
b) HiAx, XX\ 6U) =0 对 每 个 xe Ue 多 成 立 ; 
c) HiAx, 9U) > 0 对 每 个 x e U Ee 名 成 立 ; 
(3)X 上 存在 一 个 子 Markov 半 群 中 := (Ph>o 及 一 个 关于 有 限 
元 取 下 确 界 函数 封闭 的 函数 锥 P < CCO 使 得 
a) Ep= ZXP) =W; 
b) 对 每 个 fs KCO，lim +P.f=0 在 X\SY) 上 局 部 一 致 收敛 
于 0; 
c) 对 每 个 xe 多 存在 :>0 使 得 P(x,X\ {x})>0. 
例 前 面 列举 的 “经 典 位 势 沦 ”所 对 应 的 扫除 空间 是 调和 空 
间 , 这 因为 对 每 个 +e Ue BB 有 HAx,X\6U)=0 及 Hu(x, 9U)=1. 
由 定理 12-3-6 知 其 有 局 部 截断 性 质 , 由 定理 12-3-1 知 其 不 包含 吸 
收 点 . . 
据 定理 8-1-2 及 定理 12-3-7 知 R 上 的 Brown 半 群 对 应 于 调 
和 空间 . R! 上 的 平移 半 群 的 情形 类 似 . 
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另 一 方面 , 在 离散 位 势 论 (8$ 12.1 ) 中 ,空间 无 的 每 一 点 都 
是 驳 立 点 ,， 故 它 所 对 应 的 扫除 空间 不 是 调和 空间 ,尽管 在 世上 也 
可 以 定义 一 个 调和 核 系 使 得 它们 产生 的 位 势 锥 P 满足 Z(P) 
=#Hr( 了 . 进一步 ， 一 个 对 应 于 伪 Poisson 半 群 的 扫除 空间 (X, W) 
车 不 是 由 关上 的 所 有 正 数值 函数 组 成 ， 则 不 满足 局 部 截断 性 质 ， 
从 而 不 是 调和 空间 . 

下 面 构造 一 个 扫除 空间 , 使 得 其 中 的 位 势 正好 是 a 阶 Riesz 
位 势 . 

定义 (0, %) 上 的 一 族 测度 (4,),>。 若 满足 下 面条 件 ， 就 叫 
做 (0, %) 上 的 一 个 ( 浑 连续 的 ) 卷 积 半 群 : 

(1) (0, %m)) <1 对 所 有 1>0 成立; 

(由 = 上 + 对 所 有 s,1> 0 成立 ; 

G)lim p= 避 ( 浑 收敛 ). 


那么 , 对 ag>0 及 1>0, 令 j 久 =e-*'&6, 则 (4),>o。 是 (0, %%) 
上 的 一 个 卷 积 半 群 . 易于 证 明 , 对 0< a<2, 存在 (0, %) 上 唯一 
的 由 概率 测度 组 成 的 卷 积 半 群 (7? ) ,>。 使 得 LI (s) = exp(- fa 人 
对 任何 s, +> 0 成 立 , 这 里 工 表 示 4 的 Laplace 变换 ， 即 
Lu:xp fe edy(?), x € (0, %). 
这 个 (77 ),>o 称 为 单 边 稳 定 半 群 ， 显然 , 对 每 个 :>0 都 有 n= E，. 
若 P := (P,),>。 是 上 的 一 个 可 测 的 子 Markov 半 群 , (4 ) >。 
是 (0, %) 上 的 一 个 卷 积 半 群 ， 则 对 每 个 :> 0, 可 定义 XY 上 的 一 个 
“ 核 P* 如下: 
PY f=JP.f dns) We B'00), 
这 时 Pr := ( P? ), > 。 称 为 是 借助 于 (Al 、 而 从 属于 P 的 子 
Markov 半 群 ( 易 验 它 确实 一 个 子 Markov 半 群 ). 
例 1 当 P :=(P,),>o 是 了 上 可 测 的 子 Markov 半 群 时 , 若 有 
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某 个 a>0 使 得 4,=e“'e， 对 所 有 1>0 成 立时 , 则 P*=(P*),>o 
是 从 属于 P 的 子 Markov 半 群 , 其 中 P=e“'P,,1:1>0. 

(2) 设 P:=(P,)i>o 为 必 上 的 Brown 半 群 旦 对 某 个 c e(0,2] ， 
(wm),>o 为 单 边 稳定 半 群 . 令 

Pef:=JPpfdns(s) (fe B'(R'). 
那么 ，P?“:=(P?),>。 是 从 属于 P 的 子 Markov 半 群 . 称 此 P? 为 
R" 上 以 a 为 指标 的 对 称 稳定 半 群 . 因为 对 每 个 :> 0， 
P*1=J1dn°=1, 

故 P* 为 Markov 半 群 且 特 别 有 P?=P. 

定理 12-3-9 设 P" 为 RR 上 以 a e (0, NN) (0, 2] 为 指标 的 对 
称 稳定 半 群 ， 则 (R*"，Ep(w) 为 扫除 空间 且 该 空间 的 位 势 正 好 是 a- 
阶 Riesz 位 势 , 这 里 , 作为 下 标 , 用 P(a) 代表 P* , 以 下 同 此 . 口 

在 定理 条 件 下 ,下 面 考虑 扫除 空间 (R", Ep(w) 上 的 调和 核 系 ， 
当 wc= 2 时 , 该 核 可 用 Poisson 积分 给 出 ( 见 § 8.1). 下 面 设 0<a 
<2. 用 BB 表示 R" 上 所 有 开 球 B(z, ) 构 成 的 族 ,对 每 个 U:= Blz, 站 ， 
令 

Hef (x)= hr wf Px, U0) d%, (eB'O,xe U) 
这 里 入 是 N 维 Lebesgue 测度 ， 密 度 P(x, Uo) 定 义 为 

Pl UD)= Ce— EN 

(y= 于 -ry 一 玉 
其 中 |x -zl<rsly - z|， 


N,. an 
C := RT 
:= 下 人 ) sin 2 


那么 6 是 相对 于 U 及 (R", Ep(w) 的 扫除 核 ; 而 且 (Hs )vee 是 
与 (RN Ep(w) 相 关联 的 调和 核 系 . 

由 此 出 发 ,可 对 @- 核 位 势 论 进行 一 系列 的 研究 ,其 主要 结论 
正如 我 们 在 第 十 一 章 所 见 到 的 那样 . 
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P(x,U,a) 可 视 为 推广 的 Poisson 核 , Hs5f 就 是 推广 的 Poisson 
积分 . 我 们 看 到 , 测度 及 5 (x, *) 的 支柱 在 X\ U 从 而 不 满足 定理 
12-3-8 中 的 b)， 即 Hs (x, X\ 8U) x 0， 因此 关于 a- (c e (0, 2)) 阶 
Riesz 核 所 对 应 的 扫除 空间 ( 据 定理 12-2-11 及 其 后 的 注 知 ， 其 对 
应 的 调和 核 系 唯一 ) 不 是 调和 空间 . 


§ 12.4 扫除 空间 的 Dirichlet 问题 


§ 12.2 已 讲 过 ， CC 调和 空间 中 的 、 具 有 可 数 基 的 P 调和 
空间 是 满足 (1) 局 部 截断 性 质 且 (2) 无 细 弧 立 点 的 扫除 空间 . 因 
此 P 调和 空间 中 的 结论 若 与 这 两 个 性 质 无 关 者 都 可 以 完全 搬 到 
一 般 的 扫除 空间 上 来 . 特别 ， 本 书 第 八 、 九 两 章 的 结论 及 绝 大 部 
分 记号 都 可 移植 到 扫除 空间 上 来 ， 有 些 记 号 的 相应 变动 是 明显 
的 ， 如 调和 空间 (% 区 中 的 UW, 改 为 扫除 空间 (X, W 中 的 W ; 
有 些 概念 和 条 件 的 替代 也 是 必须 的 ,如 调和 空间 由 调和 测度 组 
成 的 扫除 系 换 成 扫除 空间 的 调和 核 系 等 . 关于 X 的 一 个 开 集 U 上 
Dirichlet 问题 (广义 解 ) 的 PWB 方法 可 照样 使 用 上 解 、 下 解 等 可 
完全 类 地 定义 ， 只 是 在 扫除 空间 中 要 对 在 X 或 在 X\U 上 有 定义 
的 函数 来 考虑 其 上 、 下 解 与 可 解 性 , 不 再 像 调 和 空间 考虑 只 在 
6U 上 有 定义 的 函数 了 . 在 $ 12.1 我 们 已 类 似 调和 空间 那样 定义 
U 上 的 正则 滤 子 ， 故 的 正则 与 非 正则 边界 点 也 可 一 样 地 讨论 . 

下 面 ， 我 们 仅 列 举 一 些 较 重要 的 或 需 做 改动 的 结论 来 说 明 . 

以 下 均 设 (X, WW 是 一 个 扫除 空间 , U 是 X 的 一 个 开 集 , P 是 W 
中 的 连续 位 势 全 体 ; (Hu)ves 是 调和 核 系 . 

定理 12-4-1 (0D) 设 zxeMW 则 有 /=R*Y 

(2) 每 个 pe Pp 都 是 可 解 的 且 

H’ =RY= Hup. 
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(3) 每 个 /e KA) 在 U 是 可 解 的 且 Hs = Huf. 口 
定义 令 
RAD:={f: XH-%, olHS =H y=:Hs,|Hs Kw 在 U), 

称 其 中 的 函数 为 近 于 可 解 的 , 若 Hs e HU) ,就 称 了 为 可 解 . 
若 每 个 fe K(X) 在 U 上 都 可 解 ， 则 称 U 是 可 解 集 . 

定理 12-4-2 f:X3[-%, %] 是 近 于 可 解 的 当 且 仅 当 对 每 个 
x Ee LU，j 关 于 友人 cx， ) 可 积 , 这 时 , Hs = Huf. 

定理 12-4-3 ”对 U 的 每 个 边界 点 z, 下 面 各 论点 等 价 : 


,lim Hs CO =f(2) (4.D) 
(或 将 其 中 Hs 改 为 Hf 也 成 立 . 因 对 fe K(X), 二 者 相 相等 ), 即 
U 上 每 个 收敛 于 z 的 滤 子 都 正则 ; 
(2) 对 每 个 fe Co(X%), lim E23W(f)=f(z) 成 立 . 这 时 syV 
是 & 在 X\U 上 的 扫除 测度 (参见 § 9.1); Cs() := {ge COO)| 存 
在 pe Pp 使 得 |g|<p}. 
G3) 对 某 个 严格 位 势 p e P，lim (x) =p(z) 成 立 ; 
(4) er =&. 
(5) X\U 在 z 不 瘦 . 口 
定理 12-4-4 U 的 非 正 则 边界 点 全 体 U; 是 一 个 Ko 型 的 半 极 
集 ; (X, WW) 满足 极 性 公理 当 且 仅 当 对 XX 的 每 个 开 集 以 U; 是 极 集 . 
口 


下 面 简要 介绍 一 种 广义 的 Dirichlet 问题 . 先 介绍 几 个 概念 

定义 区 上 的 一 个 核 D 称 为 是 一 个 收缩 核 , 如 果 对 每 个 P e 
P 有 Dp < p 成 立 ; 一 个 收缩 核 称 为 是 收 缩 (P- 收 缩 ), 若 D(W) 
cw (或 相应 地 D(P) cP ). 

显然 , 若 D 是 一 个 刀 收 缩 , 则 必 为 收缩 且 满 足 D(Cp(20) c 
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Co) . 
定义 XX 上 的 一 个 函数 锥 5S 称 为 单纯 锥 ， 如 果 对 每 个 x e 万 


存在 唯一 的 测度 je MW(S) 使 得 ACE \ ChsX) = 0, 其 中 MLS) 及 
Choquet 边界 ChsXX 的 定义 见 § 8.3. 

弱 Dirichlet 问题 

对 于 扫除 空间 (X, W 的 一 个 开 集 以 给 定 X\U 上 一 个 有 
界 的 实 值 函 数 / ( 即 存在 p e PDP 使 得 |f|<p 在 X\U 成 立 ), 那么 
经 典 位 势 论 的 Dirchlet 问题 是 要 寻求 /在 CzC0 中 的 一 个 连续 延 
拓 斤 使 得 fi 在 U 调和. 因此， 人 们 把 兴趣 放 在 线性 空间 

H(U):= CAX) NH) 

之 上 . 对 于 一 个 非 正则 集 UV ， 人们 要 问 ,X\U 是 否 至 少 有 一 个 闭 
子 集 8 使 得 上 的 每 个 连续 函数 可 连续 延 拓 ， KH 岂 中 的 一 个 函 
数 . 鉴于 一 般 形式 的 极 小 值 原理 ( 见 定理 8-3-4) 的 作用 ,对 这 样 
的 集 B8 的 一 个 很 自然 的 选择 是 Chwm 闷 此 处 S(U):= Cp(x)S(U). 

但 是 Chs(wX 未 必 为 闭 集 . 因此 提出 下 面 

弱 Dirichlet 问题 : 给 定 ChgwyX 的 一 个 闭 子 集 4 及 4 上 一 个 
P 有 界 的 连续 函数 在 太 () 中 是 否 存在 f 的 一 个 连续 延 拓 ? 

利用 单纯 锥 可 给 出 一 个 确定 的 回答 . 而 且 可 以 把 了 的 延 拓 h 
清楚 地 构造 出 来 . 事实 上 ， 有 下 面 : 

定理 12-4-5 ”对 多 的 每 个 开 集 U 及 ChswyXY 的 每 个 闭 子 集 4， 
存在 一 个 PP 收缩 D 使 得 D(Cp(x)) c H(U) 且 对 每 个 x e 4， 

D(x, : )= &.. 

进一步 , S(LD 是 一 个 单纯 锥 上 且 对 每 个 re XD!(x, *):= se 
是 满足 DCc，) e MA(S(U) 且 DZ( zx 大 \Chsm20 = 0 的 唯一 测度 . 
口 

下 一 定理 更 由 一 步 盖 明了 D"(x, * ) 与 es 六 之 间 的 关系 : 

定理 12-4-6 设 U 为 X 的 开 集 , U; 为 U 的 非 正则 点 全 体 ， 那 
么 下 面 两 个 命题 等 价 : 
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(1) 对 每 个 +eX 有 D’G,* )=e 2v; 
(2) 对 每 个 xeX 有 ae*Y (Ui)=0. 口 

广义 解 的 特征 

对 于 je Cz(X), 我 们 在 上 面 分 别 考虑 了 广义 Dirichlet 问题 
解 与 弱 Dirichlet 问题 解 DY ,二 者 都 在 U 调 和. 显然 , 若 fe 
MU), 则 Hs = D"=f. 但 对 一 般 的 fe Ca(2), 我 们 必须 搞 清楚 ， 
何者 为 “适合 的 " 解 . 为 此 , 引入 

定义 无 上 的 一 个 收缩 核 L 称 为 U 上 的 一 个 Keldych 算 子 ， 
如 果 L(Cp(x)) c HU) 且 对 每 个 he HU) 有 Lh = 天 成 立 . 开 集 U 
称 为 Keldych 集 ， 如 果 对 U 上 每 一 个 Keldych 算 子 及 每 个 fe 
Cz(X) 都 有 Lf= Hs 在 U 上 成 立 . 

定理 1-4-7 (1) U 为 Keldych 集 当 且 仅 当 对 每 个 x e U 有 
DY(x, _ )=8 

(2) 若 存 在 闭 集 4 c 以 则 存在 开 集 V 使 得 4cVcFcU 且 
对 每 个 x e X 有 ee (IJ = 0. 特别 , 这 样 的 广 必 为 Keldych 集 . 
口 

定理 12-4-8 设 L 为 X 的 开 集 U 上 的 一 个 Keldych 算 子 ， 
则 对 每 个 fe Cz(x), Lf= Hs 在 U 成 立 当 且 仅 当 L 满 足下 面 所 谓 
内 稳定 条 件 : 若 fe Cp(x), {Uw} 是 U 的 一 个 穷尽 列 ， 且 对 每 个 n e 
N, L, 是 VU, 上 的 一 个 Keldych 算 子 , 那么 在 U 上 有 

lim, Lf=Lf. 口 

上 二 定理 给 出 了 Dirichlet 广 义 解 的 一 个 特征 , 它 显示 了 广义 
解 在 诸 解 中 具有 特殊 重要 的 作用 . 

当 (% 2 满足 极 性 公理 (例如 在 经 典 位 势 论 及 Riesz 位 势 论 ) 
时 , 卫 的 每 个 开 集 都 是 Keldych 集 . 

在 扫除 空间 上 还 可 以 考虑 “ 细 Dirichlet 问题 ” 研究 解 的 逼 
近 问 题 及 可 去 性 等 有 兴趣 的 读者 可 参见 [6]. 
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第 十 三 章 H 锥 、 狄 氏 型 与 非 线性 位 势 论 


本 章 简 要 介绍 另外 三 种 形式 的 公理 体系 位 势 论 . 

§ 13.1 H- 理 论 ， 它 是 调和 空间 位 势 论 的 一 种 发 展 形式 . 
N.Boboc, Buchur Gh 和 Cornea A 等 人 从 经 典 位 势 论 中 位 势 族 的 
两 大 特点 一 一 “次 序 ” 与 “ 凸 性 ”出 发 ， 脱 离 函 数 及 其 定义 集 的 
拓扑 的 限制 ， 直 接 给 出 日 锥 及 标准 H 锥 的 概念 ， 然 后 寻找 H 锥 
对 应 的 函数 锥 ， 再 由 标准 的 函数 H 锥 给 出 函数 定义 集 上 的 自然 
拓扑 与 细 拓 扑 . 这 样 做 ， 不 但 能 把 调和 空间 的 主要 结果 移植 过 
来 ， 而 且 便 于 利用 H 锥 的 对 偶 锥 的 来 研究 共 思 微 分 算 子 所 对 应 
的 位 势 以 及 Dirichlet 空间 ; 由 于 H 锥 与 一 类 预 解 族 的 超过 函数 
锥 之 间 的 对 应 关系 ，H 锥 与 Markov 过 程 的 联系 也 以 一 种 相当 自 
然 的 方式 形成 . 

§ 13.2 介绍 在 当今 Dirichlet 空间 的 多 种 发 展 模式 中 占 主 
流 地 位 的 所 谓 “ 狄 氏 型 ”(Dirichlet form， 亦 称 Dirichlet 形式 ). 

§ 13.3 简要 介绍 非 线 性 位 势 论 的 一 种 形式 一 Lehtola 意义 
下 的 非 线 性 调和 空间 . 它 包含 了 一 类 非 线 性 的 二 阶 椭圆 型 微分 
算 子 的 位 势 论 . 由 于 它 与 线性 调和 空间 中 的 Brelot 调和 空间 较 接 
近 ， 容 易 为 熟悉 线性 位 势 论 的 读者 学 习 与 掌握 ,可 为 进一步 掌握 
当今 迅速 发 展 的 、 形 形式 式 非 线性 系统 葛 定 基础 . 


§ 13.1 H 锥 理论 


定义 “一 个 有 序 凸 锥 是 如 下 一 个 集 S ， 它 赋予 加 法 “+”: 
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Sx S—5, (SDPDs+t 
与 正 实数 的 数 乘 
[0, mo) x S, (am s)Fy as 
及 一 个 次 序 关系 “<”, 使 得 下 面条 件 满足 : 
(1)(S, +) 是 一 个 可 交换 的 半 群 并 有 一 个 零 元 , 记 作 0 ; 
(2) 加 法 与 数 乘 满足 分 配 律 ， 即 


Q(s+f)=astoat; ael[{0,%), s,tes 

(a+p)s= astps; Qa,Pel0,%), seS 

(ap)s= a(Bs); & Pel0,%),s,teSs 

1s=s, ses. 
(3) seS—=s20; 

sz<t—>assat, ae [0,%m),s,teS, 

ss<tostusttu stuesS. 


对 一 个 有 序 凸 锥 S 的 任意 子 集 户 用 VF= Vert 表 示 F 在 S 
中 的 最 小 上 界 ; AF= Nert 表 示 F 在 S 中 的 最 大 下 界 , 如 果 这 些 
上 下 界 存 在 的 话 . 对 s, te S，, 记 s 和 t=AM{s,1}),svt=Vt{s,t}. 
显然 , 一 个 有 序 向 量 空间 的 正 元 素 全 体 组 成 的 锥 的 任何 凸 
子 锥 都 是 一 个 有 序 凸 锥 ; 反之 , 任何 有 序 凸 锥 都 可 以 看 成 某 个 有 
序 向 量 空间 的 正 元 素 组 成 的 一 个 凸 子 锥 . 
定义 有 序 凸 锥 S 若 满足 下 述 公理 ， 则 称 S 是 一 个 H 锥 : 
H1) 对 任何 在 S 有 上 界 的 上 定向 集 Fc S ,VF 存在 且 对 任 
何 se S 有 下 式 成 立 : 
s+VF=V(s+F); 
H2) 对 任何 非 空 集 Fc S，AF 存在 且 对 任何 s se S 有 下 式 
成 立 
S+A 人 F=A 人 (+ 月 ; 
H3) S 满足 Riesz (自然 ) 分 解 性 质 ， 即 对 任意 * u,v e S, 当 
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s<u+t+v 时 , 必 存 在 fg e S 使 得 
s=f/+g 且 f<u, gsu. 
定义 ” 设 (X,F ) 是 可 测 空 间 ， 针 上 的 一 个 预 解 族 (Vw)a、o 
(或 一 个 核 V ) 称 为 (相对 于 某 个 有 限 测度 4&) 绝对 连续 的 ,如 
果 对 任意 7 可 测 的 、 正 的 数值 函数 /， 当 |fdu=0 必 有 Vaf=0 
对 每 个 实数 a>0 成 立 (相应 地 有 Vf=0 ) . 
例 以 下 各 凸 锥 都 是 H 锥 : 
1) 正 实数 集 [0, =o); 
2) R 上 定义 的 、 正 的 单调 增 的 实 函 数 全 体 组 成 的 凸 锥 ; 
3) 一 个 调和 空间 中 的 正 上 (或 超 ) 调 和 函数 全 体 组 成 的 凸 锥 ; 
4) 在 Stone 空间 中 的 正 连续 函数 全 体 组 成 的 凸 锥 ; 
5) 相对 于 一 个 绝对 连续 的 预 解 族 的 超过 函数 全 体 组 成 的 凸 
锥 . 
定义 设 D 为 一 个 H 锥 S 的 子 集 , 称 D 依 序 从 下 (在 S) 笛 
密 , 若 对 任意 ye S 都 有 
s=V{de Dldzs}. 
DD 称 为 (在 S) 增加 稠密 ,如果 对 每 个 se S, { de Dld<s } 都 是 
上 定向 集 且 以 s 为 最 小 上 界 . 
定义 设 S,T 是 两 个 日 锥 ,D 是 S 的 一 个 凸 子 锥 . 一 个 从 D 
到 了 的 映射 p 称 为 
可 加 的 , 若 s, te D 二 p(s+1)= 9(s)+ 9 (0); 
单调 增加 的 , 若 s,t+eD 且 s<1== 9(5)< 9(0); 
依 序 从 下 连续 的 , 若 对 任何 se D 和 DD 的 任何 一 个 以 s 为 最 
小 上 界 的 上 定向 子 集 F 都 有 p(s )= Verp (0). 
定义 ”由 一 个 集 无 上 的 正 数值 函数 组 成 的 一 个 凸 锥 S 若 满 
足 H2),H3) 以 及 下 面 四 个 条 件 , 则 称 为 是 一 个 函数 HH 锥 . 
(F0) 对 任意 s,t,ue S,stusttu=>s<t. 
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(FD 对 S 的 任何 上 定向 子 集 F , 若 F 在 S 中 有 上 界 , 则 
sup Fe 5. 

(F2) inf {s, 1+ a }e S 对 任何 sre S 及 任何 c es [0, oo) 成 立 . 

(F3) S 能 分 辨 志 中 的 点 且 对 任何 x e 多 存在 s s S 使 得 
s(x)>0. 

例 对 于 CC 调和 空间 XX 若 常 数 是 其 中 的 调和 函数 ， 则 正 
上 调和 沙 数 全 体 构成 一 个 函数 日 锥 ; 又 设 V 是 可 测 空间 (7, 名 上 
的 子 Markov 预 解 族 , 它 相 对 于 一 个 有 限 测度 绝对 连续 ， 则 关于 
V 的 超过 函数 全 体 Ev 是 一 个 函数 H 锥 当 且 仅 当 下 面条 件 同 时 成 
立 : le Ev; inf{s, t} e Ev 对 任意 s, te Ev 成 立 目 Ev 能 分 离 了 中 
的 点 . 

为 了 研究 位 势 论 性 质 , 标准 日 锥 的 概念 是 很 重要 的 , 为 了 叙 
述 简单 , 我们 只 介绍 标准 的 函数 H 锥 . 

定义 设 S 为 集 艺 上 的 函数 日 锥 , 若 ue S 满 足 ux)>0 对 
任意 xe 基 成立 , 则 称 为 S 的 一 个 弱 单位 . 关于 弱 单位 w 用 
Su(0 表 示 S 中 这 样 的 元 素 " ( 称 为 w- 连 续 函 数 ) 全 体 : 

对 任意 a> 0, 对 任意 以 v 为 最 小 上 界 的 上 定向 集 Fc S, 存 
在 te F 使 得 v<t+ eu. 

令 Su=mfwe So(w)|u 为 S 的 弱 单位 }= ,So(w). 

函数 H 锥 S 称 为 标准 的 , 如 果 常 数 1 es S 且 S 中 至 少 包含 
有 一 个 弱 单位 ， 并 且 S。 中 有 一 个 可 数 子 集 DD 在 S 中 为 增加 稠密 
的 . 

定义 无 上 的 、 使 得 每 个 w sS。 都 连续 的 最 粗 拓扑 称 为 自然 
拓扑 ; 使 每 个 se S 都 连续 的 最 粗 拓扑 称 为 细 拓 扑 . 

显然 S 中 每 个 函数 关于 自然 拓扑 都 是 下 半 连 续 的 . 若 X 上 
的 自然 拓扑 是 可 度量 化 且 完 备 的 ， 容 易 证 明 ( 参看 $ 6.1), X 关 
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于 细 拓 扑 是 Baire 拓扑 空间 . 关于 调和 空间 、 扫 除 空间 的 许多 与 
细 拓 扑 有 关 的 性 质 在 此 都 成 立 . 

可 以 证 明 , 相对 于 一 个 由 正 核 生 成 的 、 绝 对 连续 的 预 解 族 的 
超过 函数 族 是 一 个 标准 H 锥 . 反之 , 一 个 标准 的 日 锥 可 以 “增加 
稠密 ”地 艇 和 人 到 某 个 波兰 (Polish) 空间 上 的 、 相 对 于 一 个 绝对 
连续 预 解 族 的 超过 函数 锥 之 中 . 因此 ， 对 于 一 个 给 定 的 标准 H 锥 
可 用 一 个 可 度量 化 的 紧 空 间 上 的 特定 的 Ray 半 群 联系 起 来 ,这 样 
就 使 得 日 锥 理论 获得 了 一 个 深刻 的 概率 结构 . 

H 积分 的 概念 在 H 锥 理论 中 起 了 很 重要 的 作用 . 

定义 设 S 是 一 个 H 锥 . 从 S 到 [0, w%) 的 一 个 映射 称 为 是 
一 个 耳 积 分 , 如 果 jp 是 可 加 的 ,单调 增加 的 且 依 序 从 下 连续 的 ， 
并 且 在 S 的 一 个 增加 稠密 的 子 集 上 取 有 限 值 . 

在 H 锥 S 上 的 H 积分 全 体 记 作 S*, 在 其 中 赋予 点 状 次 序 
( 即 f ge S+，f<g f(s) <g(s),Vs e S) 与 代数 运算 , 则 S* 
也 是 一 个 H 锥 , 它 被 称 为 S 的 对 偶 ; 若 S 是 标准 的 ， 则 S* 也 是 
标准 的 ; 若 S 是 标准 的 日 锥 ， 则 S 可 以 增加 稠密 地 嵌入 Sr+:= 
(S9)+. 

若 S 是 关于 一 个 绝对 连续 的 预 解 族 的 超过 函数 全 体 构成 的 

H 锥 ， 且 这 个 预 解放 有 一 个 共 思 预 解 族 ， 则 S 的 对 偶 S* 可 通过 

“能 量 形式 ”与 相对 于 共 轧 预 解 族 的 超过 函数 锥 同 构 . 特别 ， 若 
一 个 H 锥 是 相对 于 某 个 微分 算 子 L 的 上 调和 函数 锥 ， 而 微分 算 
子 工具 有 一 个 共 红 L* 的 话 ， 则 S* 同 构 于 相对 于 L* 的 正 上 调和 
函数 锥 . 

用 这 种 方式 ， 标准 H 锥 成 了 研究 位 势 论 中 对 偶 问题 的 一 个 
自然 框架 . 

可 以 给 出 关于 一 个 标准 H 锥 的 泛 函 表示 式 与 积分 表示 式 . 
这 样 做 的 关键 是 在 于 H 锥 S 上 的 自然 拓扑 . 关于 自然 拓扑 ， S* 
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是 一 个 完备 的 凸 锥 而 且 S* 的 冠 (cap) 是 一 个 Choquet 单纯 形 ; 
而 且 S 可 以 表示 为 某 个 波兰 空间 上 的 一 个 由 下 半 连 续 函 数 构 成 
的 凸 锥 Si, 使 得 S 的 、 有 上 界 的 上 定向 子 集 的 最 小 上 界 与 它 在 
Si 中 关于 点 状 次 序 上 确 界 一 致 ， 且 S 中 有 限 集 的 最 小 下 界 与 它 
在 Si 中 点 状 下 确 界 一 致 . 

当 一 个 H 锥 表示 成 一 个 集 * 上 的 函数 H 锥 时 ， 则 位 势 论 中 
通常 概念 ， 如 细 拓 扑 、 瘦 性 、 半 极 集 、 极 集 、 扫 除 与 位 势 的 支柱 
等 可 相应 地 定义 ,而 且 与 这 些 概念 有 关 的 主要 结果 也 可 得 到 . 例 
如 ， 对 于 上 定向 集 的 Doob-Bauer 收敛 性 质 (参见 8 4.1), 关于 单 
调 增 集 列 的 扫除 收敛 定理 (参见 § 9.2 ). 又 如 XY 上 的 一 个 Borel 
集 是 半 极 集 ， 如果 它 的 任何 紧 子 集 都 是 半 极 集 的 话 (参见 § 7.2 ). 

上 述 对 偶 理论 可 用 以 研究 Dirichlet 空间 (或 称 Dirichlet 形 
式 , 狄 氏 型 ). 可 以 证 明 , 任何 Dirichlet 空间 上 的 所 有 位 势 之 集 是 
一 个 H 锥 且 其 对 偶 同 构 于 由 所 有 协 位 势 (copotential) 组 成 的 日 锥 . 
其 中 一 种 特殊 情形 是 自 对 偶 H 锥 , 它 同 构 于 一 个 对 称 的 Dirichlet 
空间 的 位 势 锥 . 在 这 里 ， Hilbert 的 方法 成 了 H 锥 理论 的 、 最 主 
要 的 分 析 学 上 的 工具 . 

对 于 一 个 定义 在 集 蒜 上 函数 H 锥 S, 对 4cX 及 seS, 令 

RA:=inffte SIt>2s 在 4 上 }, 
B“:=ANtte SIt2s 在 4 上}; 

容易 看 到 ， B4 是 R4 关 于 X 上 细 拓 扑 的 下 半 连 续 正则 化 . 
RR 与 B84 有 与 调和 空间 中 缩减 函数 与 扫除 相 类 似 的 性 质 ( 参 看 § 
5.3,§ 6.1). 因此 第 六 章 关 于 调和 空间 的 ,用 扫除 定义 的 容量 可 以 
搬 到 H 锥 上 来 . 例如 ( 见 [60]), 可 以 证 明 , 若 s es S 仅 取 有 限 值 , 则 
关于 XX 上 的 细 拓 扑 ， 映 射 

T:APB/ 
是 一 个 凸 容量 . 
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车 S 为 X 上 的 标准 的 函数 H 锥 ， 则 关于 自然 拓扑 ， 对 于 任 
意 s e S, 映射 [,: 4-> B4 是 万 上 凸 的 拟 容量 ; 车 存在 弱 单位 u 
使 得 pe So(u) 且 p 在 的 一 个 称 密 子 集 上 取 有 限 值 , 则 T,: 4 
PP B4 是 XX 上 的 凸 容量 . 


§ 13.2 Dirichlet 形式 ( 狄 氏 型 ) 


在 8 11.6 已 看 到 ，Berling A 与 Deny J 利 用 广义 函数 将 经 典 
位 势 论 中 的 Dirichlet 原理 的 研究 推进 到 一 个 新 的 台阶 , 建立 了 
Dirichlet 空间 理论 , 而 后 , 这 种 理论 有 多 种 多 样 的 推广 形式 , 特 
别 引 人 注目 的 是 Fukushima M 在 局 部 紧 空 间 上 考虑 的 Dirichlet 
形式 ( 狄 氏 型 )， 1971 年 他 在 正则 狄 氏 型 上 构造 出 强 Markov 过 程 . 
如 今 , 狄 氏 型 已 发 展 成 把 分 析 位 势 论 与 Markov 过 程 有 机 地 结合 
在 一 起 的 新 兴 数 学 理论 . 在 某 种 意义 上 说 ，( 对 称 ) 狄 氏 型 理论 就 
是 对 称 Markov 过 程 理论 , 因此 与 调和 空间 、 扫 除 空间 或 H 锥 理 
论 相 比 , 狄 氏 理论 另 具 一 格 , 且 在 一 定 意义 上 更 接近 于 概率 位 势 
论 . 

下 面 参照 马 志明 [37]， 仅 给 出 粗略 介绍 ， 并 省 去 对 纯 概率 论 
的 概念 的 介绍 . 

先 观察 经 典 位 势 论 中 的 一 个 例子 (比较 8 11.6 ) . 

考虑 三 维 实 空间 尼 中 二 带电 体系 P 与 Q， 设 其 电荷 分 布 密 
度 分 别 为 p(x) 与 g(x). 则 产生 的 位 势 函 数 (静电 势 场 ) x 为 : 


u GO= [ee gy， (2.1) 


其 中 为 库仑 定律 常数 ， 积分 区 域 为 有 (以 下 同 此 ). 同样 ，Q 产 
生 的 位 势 函 数 " 为: 
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0- ee gy. 


& 与 "的 相互 电位 势 (相当 于 在 静电 场 v 中 把 电荷 P 从 无 穷 远 处 
移 到 现在 位 置 所 作 的 功 ， 或 把 Q 在 场 x 中 从 无 穷 远 处 移 到 现在 
位 置 所 作 的 功 ) 为 : 


Elu y= p00) dr = 有 | EE) a gy. 


为 了 便于 数学 运算 , 我们 把 E(u, v) 的 定义 扩充 到 由 所 有 位 势 函数 
及 其 极限 组 成 的 函数 空间 . 为 此 , 令 D(E ) 为 LR, dx) 中 位 势 函 
数 的 全 体 . 注意 到 E(u v) 在 D(E )p 上 具 的 内 积 的 性 质 : 

对 称 性 : E(u, v) = Elv, 4); 

非 负 定 性 : E(u w) >0 ; 

双 线 性 : E(@ ui+ Bw,v) = a E(u1yv) + BE(u2,v), a, 为 实数 . 

如 果 令 

E(u, v) = Elu, W + [uo (dx, (023) 

那么 ，&1 在 D(E)o 上 也 具 的 内 积 的 性 质 . 

此 外 ，(&, D(E )o) 在 (Ri,dx) 中 有 可 闭 性 : D(E )o 关 于 内 积 
中 的 完备 化 D(E ) 是 L*(R’,dx) 的 一 个 线性 子 空间 ( 即 D(E ) 可 以 
被 连续 地 嵌入 到 LXCRa， dx) ). 

通过 取 极 限 可 以 把 E(u, v) 的 定义 自然 地 扩充 到 D(&2). 我 们 
称 (E , D(E ) 为 LR’,dx) 上 的 一 个 犹 氏 型 . 

由 上 例 可 抽象 出 狄 氏 型 的 严格 数学 定义 . 由 (2.1) 式 可 得 p(x) 
= - cAuv(x)， 其 中 A 为 Laplace 算 子 ，c 本 为 真空 介 电 常数 . 
因此 (2.2) 式 可 以 改写 为 : 

Elu, vy)=- cc f(awvar. 
由 于 位 势 函数 在 无 穷 远 处 为 0 ， 用 Green 公式 可 得 
ED=cjovu Ww)dr. (V 为 梯度 算 子 ) 
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从 数学 上 可 以 严格 证 明 如 下 事实 : 

D(E)=HiRY):= {ue LR JIvP dr<o), (2.4) 

Eu v)=c [Vu : Vr)dr ,Vv u,veD(E), (2.5) 

其 中 Vu 按 广义 函数 的 意义 理解 . 由 (2.4) 、(2.5) 可 以 推出 
(2E,D(5)) 的 如 下 性 质 : 

1) (E ,D(3) 是 LX(R',dx) 上 的 对 称 闭 型 ; D(2) 是 LXR3,dx) 的 、 
稠密 的 线性 子 空间 ，( D(2)， 2&1) 构成 一 个 Hilbert 空间 , 其 中 &) 
由 (2.3) 式 定义 . 

2) 满足 收缩 性 质 : 若 u e D(E )，9 为 R 上 的 实 函 数 , 使 得 
9(0)=0, lo -osIs -tl,vs,te R, 则 poueD(E), 旦 

E(9°u, Pp°u) < E(u, wu). 
性 质 2 等 价 于 下 面 性 质 2': 
2 ) 若 ue D(2), 则 
ut*:= (uv 0)Al e D(E) 且 EC, ut) < Elu, u). 


把 性 质 1 和 性 质 2' 抽象 出 来 ， 就 得 到 下 面 一 般 的 定义 . 

设 (7, 妨 为 一 个 可 测 空间 , y 是 (7, 力 上 go 有限 测 度 , LA(Y, p) 表 
示 了 上 定义 的 、 关 于 /平方 可 积 的 数值 函数 (等 价 类 ) 全 体 关 于 

sl, 8)= Jfg dy 

为 内 积 构成 的 Hilbert 空间 . 

定义 ” 设 E 是 定义 在 L(Y, p) 的 一 个 秽 密 的 线性 子 空间 D(E) 
( D( 且 表示 8 的 定义 域 , 以 下 同 此 ) 上 的 双 线 性 泛 函 ， 那么 ， 

(a) 称 (2 ,D(3)) 是 L (7 /上 的 对 称 闭 型 ,如果 

(E1) Eu ,四 >0 且 (D(2) ,E1) 构 成 一 个 Hilbert 空间 ,其 中 

E(u, ») := Eu, v) + (u,v), Vu,v ee D(E). 

(b) 称 L(Y, /上 的 对 称 闭 型 (5, D(5)) 为 (对 称 ) 狄 色 型 ， 如 果 

它 满足 收缩 性 质 ， 即 
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(22) 若 ue D(2), 则 
uw:=(uv0)Al e D(E) 上 且 Elu, ut*) < Elu ,1). 

定义 设 (4,D(4)) 为 LY,p) 的 自 伴 算 子 ( 即 4 为 LO 
的 自 伴 算 子 , DC4) 为 4 的 定义 域 ,下 同 ) 如 果 对 每 个 we D(A4) 都 
有 (- Au,w)>0,， 就 说 4 为 非 正定 的 . 

熟知 , 自 伴 算 子 4 为 非 正定 的 当 且 仅 当 它 只 有 非 正 谱 . 

定理 13-2-1 Lx(Y, 上 的 对 称 闭 型 (&, D(2)) 与 非 正 定 自 
伴 算 子 (4, D(A)) 按 下 面 关 系 一 一 对 应 : 

D(2)=D(A) 且 elu,y)= (YA, NAN). OO 

这 个 定理 表明 了 对 称 闭 型 在 数学 物理 研究 中 的 重要 地 位 . 
因为 非 正定 自 伴 算 子 与 强 连 续 半 群 、 强 连续 预 解 族 有 一 一 对 应 关 
系 . 

定义 ” 称 L(Y, /) 上 的 线性 算 子 族 (7), > o 为 强 连 续 对 称 压缩 
半 群 ， 简 称 强 连续 半 群 ， 如 果 满 足 ; 

(T1) 每 个 也 是 满足 D(7) = Li /0) 的 对 称 算 子 ; 

(T2) 半 群 性 : TT=T,,, Vs,1t>0; 

(T3) 压缩 性 : (Ta Ta)< (wu)， Vt> 0,u eA(Y,N); 

(T4) 强 连续 性 : (Tiu - 2 Tau -w=>0,， 

当 t>0,Y u € L(Y, 1). 

称 LX(Y, 上 的 线性 算 子 族 (Ga)a>。0 为 强 连 续 对 称 压缩 预 解 族 , 简 
称 强 连续 预 解 族 ， 如 果 满 足 : 

(G1) 每 个 Ga 是 满足 D(Ga) = Lx(Y, /) 的 对 称 算 子 ; 

(G2) 预 解 方程 Gs= Gp +(B-Q)GaGp Va,Pp>0; 

(G3) 压缩 性 : (a Ga, a Go) <(wu) va>0,ueL(Y,N); 

(G4) 强 连续 性 : (a Gau-u, Qa Gau-u) 0, 

当 oo， VueLy,p). 

下 面 定理 是 狄 氏 型 理论 的 一 个 基本 结果 
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定理 13-2-2 (Beurling-Deny) 设 (2 D(3) 是 CCP /上 的 对 
称 闭 型 , (T),>0 与 (Go)s>。 分 别 是 关联 于 E 的 强 连续 半 群 与 强 连续 
预 解 族 ， 则 下 述 各 命题 等 价 : 

1) (&, D(3) 是 狄 氏 型 ; 

2) (7)>o 是 Markov 半 群 ; 

3) (Gu)c>o 是 Markov 预 解 族 ; 

4) 若 ue D(2), 9 是 Ri' 上 的 实 函 数 且 满足 : 

9(0)=0,19() -p(s)|sIt-s|,v,s eR, 

则 go。u ee D(E) 且 El9 ou, 291) < Elu, 1). 口 

这 个 定理 建立 了 狄 氏 型 与 Markov 半 群 的 一 一 对 应 ,为 狄 氏 
型 与 Markov 过 程 的 相互 联系 竟 定 了 基础 . 但 由 一 般 的 Markov 
半 群 并 不 能 构造 出 性 质 较 好 的 Markov 过 程 ， 因 此 狄 氏 型 仍 停留 
在 纯 分 析 的 范围 内 . 这 种 状况 直到 70 年 初 Fukushima M 首次 由 
正则 狄 氏 型 构造 出 Hunt 过 程 才 有 重大 突破 . 

定义 称 L(Y, AO 上 的 狄 氏 型 (E, D(3)) 为 正则 狄 氏 型 ， 如 果 
下 面 三 条 件 满 足 : 

1) 了 是 局 部 紧 的 可 度 化 的 拓扑 空间 , 8( 刀 是 了 上 的 Borel 代 数 ， 
4 是 (7,B()) 上 的 Radon 测度 ; 

2) K(D) LY, 1) 在 D(E) 中 关于 21 范 数 稠密 ; 

3) K(7D) LY, 0) 在 K(D 中 关于 一 致 收敛 范 数 稠密 . 

下 面 定 理 中 的 1) 首 先 由 Fukushima 构造 , 其 它 人 作 了 改进 并 
给 出 其 余 结 论 . 

定理 13-2-3 1) 设 (6, D(2)) 是 LXY, jp) 上 的 正则 狄 氏 型 ， 
则 存在 Hunt 过 程 M 与 (2, D(2)) 相 关联 . 

2) 若 Hunt 过 程 M 与 正则 狄 氏 型 (2, D(&2)) 相 关联 , 令 (P)i >。 
为 M 的 转移 半 群 , (TDu>o 为 与 (2E, D(2)) 相 关联 的 强 连续 半 群 ， 则 
V1>0,Vfe LXY, ,Pif 是 Tf 的 拟 连 续 修正 . 
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3) 与 正则 狄 氏 型 相关 联 的 Hunt 过 程 在 等 价 意义 下 唯一 . 口 

在 与 正则 狄 氏 型 相关 联 的 Hunt 过 程 构造 出 来 后 ， 寻 找 与 狄 
氏 型 相关 联 的 、 性 质 较 好 的 Markov 过 程 成 了 人 们 越 来 越 关心 的 
课题 . 特别 是 ， 随 着 狄 氏 型 在 数学 和 物理 其 它 分 支 的 应 用 日 益 广 
泛 ， 人 们 对 非 正则 狄 氏 型 的 关心 程度 日 益 增 强 . 最 近 ， 上 述 课题 
由 于 Albeverio S 、 马 志明 与 Rokner M 等 人 的 出 色 工作 [37] 得 到 
满意 的 解决 ， 并 由 此 产生 了 拟 正则 狄 氏 型 的 概念 , 建立 了 拟 正则 
狄 氏 型 与 右 过 程 之 间 的 一 一 对 应 . 

狄 氏 理论 的 应 用 较 广 泛 , 例如 ,可 应 用 于 非 相对 于 量力 学 、 
Feynman-Kac 半 群 与 Schrodinger 算 子 、Markov 场 、 伪 微分 方程 、 
反射 扩散 过 程 、 无 穷 维 随机 分 析 、 复 分 析 及 鞭 论 等 领域 的 研究 . 


$ 13.3 非 线性 位 势 论 


以 上 介绍 的 都 是 线性 位 势 论 ， 当 浆 限 制 为 RY 或 Re 的 一 个 
开 集 或 区 域 时 , 它们 实际 上 都 与 某 个 线性 微分 算 子 相关 联 ， 各 种 
意义 下 的 调和 函数 能 在 开 集 上 都 各 自 成 为 线性 空间 ， 

随 着 线性 体系 的 发 展 , 非 线性 系统 也 在 八 十 年 代 获 得 较 大 的 
进展 . 但 由 于 “线性 ”提供 的 方便 没有 了 ， 由 此 产生 的 困难 是 可 
以 想像 的 . 因而 多 数 的 成 果 仍 只 是 出 现在 发 表 研究 论文 的 原始 
期 刊 或 论文 集 上 . 近年 来 才 有 专著 ， 见 [76-77]. 值得 提 及 的 是 
Adams DR, Hedberg L I ， Lehtola P, Martio O, Lindqvist P, 
等 人 在 研究 非 线性 与 拟 线性 位 势 论 方面 所 做 出 的 重大 贡献 . 

本 节 将 以 RR 上 关于 一 个 非 线性 微分 算 子 的 位 势 论 为 背景 简 
要 说 明 非 线性 公理 体系 的 建立 . 详细 请 见 [39] 

首先 注意 到 ， Re 的 开 集 G 上 的 , 关于 Laplace 算 子 的 调和 
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函数 wu 具有 这 样 的 特征 : 
u € locW,'(G) N C(G) 
且 对 所 有 wp es Co (G) 满足 
bvuvedi=0, G.1) 
这 里 凡是 入 维 Lebesgue 测度 , Co"(G) 是 G 上 具 紧 支柱 且 无 限 可 
微 的 实 函数 全 体 ，“.” 表 示 内 积 运算 符 ， locW:(G) 表 示 局 部 
Sobolev 空间 , 即 x e loc W2(G) 当 且 仅 当 zx 及 zx 的 梯度 (在 广 
义 函 数 意义 下 ) Vu 在 G 为 局 部 平方 可 积 的 . 
对 于 相当 大 的 一 类 微分 算 子 A， 其 解 u 可 类 似 地 定义 ， 只 是 
(3.1) 改 为 : 对 所 有 gp e Co"(G) 满 足 
[Acovo voda=0 (3.2) 
对 于 非 线性 的 算 子 A， 为 了 保证 线性 位 势 论 的 性 质 能 较 多 地 移植 
过 来 , 我 们 希望 A 能 保持 次 序 , 即 当 G 是 有 界 区 域 , u,v € C(G) 
且 满 足 (3.2) 时 , 若 u<v 在 9G 上 成 立 必 有 x<v 在 G 上 也 成 立 . 
这 种 例子 的 典型 是 A(x,Vu) = |Viw)P?Vu 当 p >1 的 情形 , 它 所 关 
联 的 微分 方程 为 V-(IVuP”Vw) = 0 ; 当 p = 2 时 , 就 成 了 Laplace 
方程. 
具体 地 , 我 们 要 求 一 个 微分 算 子 A: G x Re->R ,满足 下 面 
条 件 ( 其 中 1<p<%,0<aspPp<%): 
(1) 对 每 个 he RY，xiS A(x, 月 为 可 测 , 且 
(2) 对 a.e.( 几 乎 所 有 ) x e G ,hrA(x, hh)， 为 连续 ; 
(3) 对 每 个 heR" 及 ae.xeG 有 
ACoh)hzalhP, IAG hIsBIhr, 
(Ac hi) — A(x, hz)) (ht — ha)>0, hi h2, 


As, 4)=|4F AA , h); 4eR!. 
定义 一 个 函数 ue C(G) nlocWp'(G) 称 为 方程 
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V.A(znVuacoD)=0 (3.3) 
(由 算 子 A 引导 出 的 方程 ) 的 解 ， 如果 (3.2) 式 对 所 有 p es Co"(O) 
成 立 . 此 处 locWp(G) 是 Sobolev 空间 , 其 中 每 一 个 函数 是 局 部 
六 可 积 的 ( 即 | uF 了 局 部 可 积 ) 同时 它 在 分 布 意义 下 的 一 阶 偏 导 
数 也 是 局 部 p- 可 积 的 , 又 Vu(x) = (G1u(x)…,Owu(x)) 是 2 的 梯度 . 
(3.3) 的 解 称 为 A- 调 和 函数 . 

上 述 关 于 A 的 限制 保证 了 (3.3) 是 一 个 二 阶 椭圆 型 偏 微分 方 
程 , 一 般 情况 下 为 退化 的 , 关于 Vvx 齐 次 的 . 

G 上 的 A- 调 和 函数 ww 有 这 样 的 性 质 : 

1) u 在 G 上 为 局 部 Holder 连续 的 , 且 当 x > 0 时 有 这 样 的 
Hamnack 不 等 式 , 即 对 G 的 任何 紧 子 集 K, 存在 一 个 正 的 实 常数 
c=c(Np, @, BK) 使 得 

Supxu < Cc infxu. 

2) 当 G 为 区 域 时 , G 上 单调 增 的 A- 调 和 函数 列 {ui} 的 极限 函 
数 要 么 在 G 为 调和 , 要 么 便 等 于 om . 

当 区 域 正则 时 , 方程 3.3) 相应 的 Dirichtet 问题 的 解 存在 、 
唯一 且 保 序 . 

定义 从 G 到 (- mo] 的 下 半 连 续 函 数 s 称 为 A- 上 调和 ， 
如 果 s 满足 A- 比 较 原理 ， 即 对 每 个 闭 包 包含 在 G 的 区 域 D 及 每 
个 在 D 为 A- 调 和 的 ue C( 万 ), 若 u < s 在 8D 上 成 立 , 则 在 DD 
上 有 同样 不 等 式 成 立 . 

线性 位 势 论 的 Perron 方法 可 以 照搬 ， 上 解 、 下 解 、 可 解 集 等 
都 类 似 ; 利用 A- 上 调和 函数 同样 可 定义 A- 细 拓扑 t. 研究 A- 细 
拓扑 的 主要 工具 是 p- 瘦 的 概念 , 而 p- 瘦 是 用 所 谓 电容 器 的 p- 容 
量 来 定义 的 . 

定义 对 屈 的 开 集 V 及 VV 的 非 空 子 集 EE, 序 偶 (及 司 称 为 
一 个 电容 器 (condenser), 设 1<p < vo， 当 玉 为 紧 集 时 , 令 
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caps(V, BF) := inf{ flvu Faa lu e Coe(D, ule21}: 
当 五 为 开 集 时 , 令 
capp(, 有 ) := supfcapr( 肥 有 | 环 为 已 的 紧 子 集 }; 
当 为 一 般 集 时 ， 
capp(y, E) := inf{ capp(V, WW)| WV 为 在 VV 中 的 开 邻 域 }. 

称 capp(V, 有 ) 为 电容 器 (V, 刀 ) 的 pp- 容量 . 

一 个 集 Ec Re 称 为 在 R" 的 某 一 点 xo 为 p- 瘦 ， 如果 

bo rdr<o, 

这 里 (0) :=1? capp(E NB (xo, 0), Bo 20),m := (p ~ 1). 

可 以 证 明 , 一 个 集 U 是 ww 的 一 个 A- 细 邻 域 当 征 仅 当 xoeU 
且 R"\U 在 xo 是 p- 瘦 的 . 我 们 看 到 , p- 细 拓扑 th 仅仅 依赖 于 参数 
了 而 与 算 子 A 的 选取 无 关 . 因此 th 应 改写 为 , 称 为 p- 细 拓扑 . A- 
邻 域 应 改 为 p- 邻 域 , 余 类 似 . 这 其 实 就 是 Meyers N G, Adams D 
R 及 HedbergL1 研 究 过 的 (1, p) 细 拓扑 . 令 人 感到 有 趣 的 是 ， 即 使 
在 p = 2 时 , 也 存在 有 非 线性 的 算 子 A, 它 对 应 的 细 拓 扑 th 与 经 
典 的 细 拓 扑 世 一致 当 1 <p <q <N 时 , rc ty 且 包 含 关系 是 严格 
的 ( 即 反 包 含 关系 不 成 立 ); 当 p > NN 时 与 通常 的 欧 氏 拓扑 一 致 ， 
这 时 所 有 的 A- 上 调和 函数 都 连续 ; 当 p < N 时 ， 人 严格 细 于 欧 氏 
拓扑 . 

许多 有 关于 拓扑 + 的 性 质 都 可 以 经 利用 A- 上 调和 函数 来 处 
理 , 如 与 吉之 间 ( pg ) 的 关系 、A- 极 集 及 A- 细 极限 等 . 

有 了 上 述 关于 非 线性 微分 算 子 位 势 论 的 实例 ， 比 较 与 Brelot 
调和 空间 ( 见 $ 4.3) 公理 系统 的 差异 ,不 难 理解 下 面 由 Lehtola 
[33] 引进 的 非 线性 调和 空间 的 公理 体系 . 

定义 设 X 是 一 个 局 部 紧 的 , 局 部 连通 的 Hausdorff 空间 , H 
是 长 上 的 连续 函数 (组 成 的 ) 灸 ( 灸 的 定义 见 8$4.10), 了 是 元 的 一 
个 相对 紧 开 集 , 称 广 是 正则 集 ， 如 果 下 面 两 条 件 满足 : 
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(1) (Dirichlet 原则 ) 对 每 个 fe C(6yV), 存在 唯一 的 
he HV MC ) 

使 得 hlav=f 记 此 有 为 二; 

(2) (比较 原则 ) 对 每 个 /,g e C(OD), 条 件 < g 蕴涵 着 万 
< 在 V 成 立 . 

定义 ” 若 (X, H) 满足 下 面 三 公理 则 称 之 为 一 个 非 线性 调和 
空间 : 

公理 A 若 he HW) 有 ge R', 则 h+a,ahe HD); 

公理 B (Harnack 原理 ) 若 { wu} 是 H(W) 中 的 单调 增加 列 , 及 
是 六 的 一 个 区 域 , 那么 当 w= lim,u, 在 某 一 点 xoe V 取 有 限 值 时 ， 
则 x e H(V). 

公理 C ”对 X 的 每 一 个 开 集 U 及 每 一 个 紧 集 Kc U, 存在 一 
个 正则 集 V 使 得 Kc Vc 以 

注 若 需要 研究 更 深入 的 性 质 有 的 非 线性 公理 体系 还 包含 


容易 看 到 ,前 面 介绍 的 A- 调 和 函数 族 是 满足 公理 A,B,C 的 ， 
因此 Lehtola 定义 的 非 线性 调和 空间 是 包括 了 一 类 非 线性 微分 算 
子 相关 联 的 位 势 论 . 

从 公理 A 看 到 , 在 削弱 了 崩 族 对 加 法 封闭 的 情况 下 , 增加 了 
常 实 值 函 数 必 属 于 H 族 的 要 求 ， 而 且 要 求 任意 一 个 H 族 成 员 加 
上 任 一 个 实 常数 后 仍 为 H 族 成 员 ; 而 在 Brelot 调 和 空间 中 并 不 要 
求实 常数 必 为 调和 函数 ,这 使 得 这 两 类 空间 之 间 不 存在 包含 关 
系 . 但 目前 不 少 推广 的 非 线性 系统 也 不 把 公理 A 中 h+ ae 成 内 
当成 是 必要 条 件 . 

不 过 , 有 了 公理 A 、B 、C, 要 通过 比较 原则 来 建立 上 调和 
函数 焦 就 成 了 可 行 的 ， 而 后 其 它 的 基本 性 质 都 很 容易 随 之 而 来 . 
例如 ， 在 多 的 一 个 区 域 上 的 上 调和 函数 若 不 恒 等 于 oo, 则 必 在 及 
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的 一 个 稠密 子 集 上 取 有 限 值 ; 修正 Poisson 积分 以 及 Perron 方法 
都 可 相应 建立 , 边界 的 正则 性 与 Dirichlet 问题 的 可 解 性 问题 都 能 
研究 ;扫除 的 概念 , 甚至 Poincare 引入 的 扫除 法 都 可 以 使 用 . 
下 面 给 出 非 线性 调和 空间 的 一 个 简单 例子 : 设 
X={(, 7) eR)xy=0,y>0), 
它 由 从 原点 出 发 的 三 条 射线 组 成 , 并 以 RR 的 诱导 拓扑 作为 拓扑 . 
形 如 区 间 
J=(a,b)x {0}, 其 中 -<sa<bso, 坐标 原点 Og 了 
J:={0} x (a, 中) 其 中 0<a<bz%, 坐标 原点 Oe7 及 
坐标 原点 O 的 邻 域 T:=(- 4D) x {0} {0} x [0,7),t>0 
的 全 体 构成 了 苞 的 一 个 拓扑 基 . 忒 上 的 调和 复 月 定 义 如 下 : 
设 了 是 天 的 一 个 开 集 , we HV) 当 且 仅 当 : wu 在 VV 连续 且 
a) 当 瑚 是 区 间 7 或 /的 形式 时 , 则 wu 是 上 的 仿 射 函数 ; 
b) 当 拓 具有 形式 7 时 , xO) = [max xD + min zx 由 ] /2 ， 
而 在 VY{O} 的 三 条 射线 的 每 一 条 上 为 线性 的 . 
据 此 规则 可 把 的 定义 域 延 拓 到 XX 的 任意 开 集 上 去 , 但 由 于 
条 件 b), u 不 是 线性 的 . 
但 是 , 车 把 u(0) 改 为 由 [x(( -1,0)) + x((t, 0))+x(0,D)]7Z3 来 
定义 , 则 HH 为 线性 的 ， 所 得 空间 为 Brelot 调和 空间 . 
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